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"Vorwort, 



tagende Referat über das Unendliche in der Mathe- 
apir dinglich, als Fortsetzung des im ersten Heft er- 
»ieh.tes gedacht. Es sollte zeigen, daß mit der Ans- 
xslL unendlicher Größen ans den Grenzmethoden, ins- 
der Infinitesimalrechnung, die Mathematik keineswegs 
clitung des aktual Unendlichen überhaupt verzichtet. 
ite das Beispiel der Nichtabzählbarkeit des Konti- 
öglichkeit der Unterscheidung verschiedener nn- 
3b. tigkeiten , und der daraas folgende Cantorsche Be- 
istenz transzendenter Zahlen die praktische Be- 
eser Unterscheidung dartun. 

erat wachs aber während der Ausarbeitung dauernd; 
cklich stark zunehmende Interesse an mengentheore- 
*rsuchungen veranlaßte mich schließlich, den Bericht 

einer Einleitung in die Grundbegriffe des betrachteten 
szngestalten. Darüber hinauszugehen und etwa noch 
tauschen Anwendungen in größerem Umfange darzu- 
bot aber die Rücksicht auf den nicht ausschließlich 
ß hen Leserkreis dieser Zeitschrift. Andererseits liegt 
ausführliche Schoenfließsche Bericht in den Jahres- 
?* Deutschen Mathematikervereinigong vor, und endlich 

nvermeidliche Literaturnachweis die Fertigstellung der 

Tiniremessene verzögert. 

entheoretischen Kalkül wollte ich ursprünglich nicht 
T 8 des Berichtes einbeziehen. Es zwangen mich aber 
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zwei Gründe dazu: Einmal die Paradoxie der Menge aller Ord- 
nungszahlen, die mir die klarste und schärfste Fassung des ultra- 
finiten Paradoxons zu sein scheint, das unter anderen von Russell 
in so zahlreiche Formen gebracht worden ist. Zn ihrer Darstellung 
bedarf man immerhin des Begriffs der Ordnungszahl; und damit 
der Widersprach nicht in diesem Begriff selbst gesucht werde, 
maßte gezeigt werden, welch umfangreiches Gebiet des wider- 
spruchsfreien Kalküls durch ihn eröffnet wird. 

Der zweite Grund, der mich zur Darstellung des Kalküls ver- 
anlaßte, war die Frage der Erzeugungsprinzipien. Bei diesen ist 
der Satz von Bedeutung, daß jede Mächtigkeit, die eine unmittelbar 
vorangehende besitzt, ein neues Prinzip verlangt; und hierfür muß 
man zeigen können, daß das Quadrat jeder Mächtigkeit ihr selbst 
gleich ißt. Ausgesprochen ist dieser Satz nach einer Mitteilung 
von Herrn Bernstein zuerst von Herrn Georg Cantor.' Ob 
der in dieser Mitteilung flüchtig skizzierte Beweis derselbe ist, 
den ich hier darstelle, vermag ich nicht zu beurteilen. Da ferner 
die Sätze über den Kalkül mit transfiniten Ordnungszahlen von 
Herrn Cantor nur für die zweite Zahlklasse ausgesprochen sind 1 
und auch Herr Schoen fließ in der „Encyklopädie der mathe- 
matischen Wissenschaften" * sich ausschließlich mit dieser beschäf- 
tigt, hielt ich es für angebracht, die Gültigkeit des ganzen 
Kalküls für jede Zahlklasse zum Ausdruck zu bringen 8 . Ich ver- 
hehlte mir nicht, daß dieser Teil über den transfiniten Kalkül in 
erster Linie nur für Mathematiker Interesse haben kann, und habe 
mich daher bemüht, die späteren Kapitel nach Möglichkeit unab- 
hängig von ihm zu gestalten, so daß der mathematisch un- 
geschulte Leser ihn überschlagen kann. 

Wer auf Konsequenz und Geschlossenheit der Darstellung 
Wert legt, wird nicht damit einverstanden sein, daß die endlichen 



1 Math. Annalen, Bd. 21 und 49. 

* Band I, i, pag. 193, § 9. 

• Herr Schoenfließ sagt 1. c. § 8, 8. 198 : Der hieran anschlieBende Aasblick 
auf eine wohlgeordnete Menge von Zahlklassen . . . entbehrt noch der Ausführung. 
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Zahlen zunächst als etwas Bekanntes angenommen werden und die 
Theorie der anendlichen Mengen vielfach aaf sie gestützt wird. Wäre 
dieser Bericht blos für Mathematiker bestimmt, so hätte ich, wenn 
ich ihn dann überhaupt za schreiben für nötig gehalten hätte, 
vielleicht anders angeordnet und die im letzten Teil gegebenen 
Theorieen der endlichen Zahlen vorangestellt. Ich hätte auf diesem 
Wege auch nicht die schonen Dedekindschen Betrachtangen in 
verschiedene Kapitel za zerstreuen brauchen. Daß ich eine andere 
Anordnung zu Grunde gelegt habe, geschah aus der festen Über- 
zeugung heraus, daß dadurch das Verständnis des schwierigen 
Gegenstandes wesentlich erleichtert wird. 

Zu besonderem Danke bin ich Herrn Zermelo verpflichtet 
für die Durchsicht der Korrekturbogen, vor allem aber für die 
Mitteilung eigener, noch unveröffentlichter Untersuchungen und 
die Erlaubnis, von ihnen Gebrauch zu machen. Zu diesen gehört 
auch der schöne Satz XX, Seite 539, bei dem im Text versehent- 
lich der Hinweis auf den Urheber unterblieben ist. Ferner machte 
mich Herr Zermelo darauf aufmerksam, daß der Beweis des § 119 
(ebenso wie der entsprechende bei Dedekind, „Was sind und was 
sollen die Zahlen? ) in versteckter Weise von dem in § 102 und 
§ 137 besprochenen Auswahlpostulat Gebrauch macht; es war 
leider nicht mehr möglich, dies im Text hervorzuheben. 
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Das Paradozon der Winkelvergleichung. 

Im ersten Hefte dieser Zeitschrift ist in einem Referat 
8 Unendliche in der Mathematik 8 dargetan worden, daß 

den elementaren noch in den als „Infinitesimalrechnung* 
ten Kapiteln der Mathematik eine wirklich unendliche 
: auftritt; daß vielmehr das Wort „unendlich* lediglich 
•zenden Beschreibung wichtiger Tatsachen des endlichen 

drd. 

bot sich im zweiten Kapitel bei Gelegenheit der 
ssung ein Beispiel einer Paradoxie des unendlichen, die 
abgeschaltet wurde, daß Winkel lediglich durch Scheitel- 
rlegnng verglichen werden durften. Dieses Paradoxon 

der Winkelflächen ist sehr lehrreich und ü 

soll daher im folgenden als Ausgangs- 
punkt unserer Betrachtung dienen. 

Es sei PO Q ein beliebiger, spitzer 
oder stumpfer Winkel, R ein Punkt des 
Schenkels OP. Wir ziehen durch R in 
das innere des Winkels eine Paralelle 
BS zu OQ. Sie zerlegt die Fläche des 
Teile* in den Streifen QORS und in den Winkel 

rriee^eba« Schule. I. Bd. 34 

l 

t 



■ 1 

i 
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PRS, der dem Winkel POQ gleich ist und dnrch Verschiebung 
mit ihm zur Deckung gebracht werden kann. 

Nach dem Grundsatz: „Der Teil ist kleiner ab das Ganze* 
ist andererseits der Winkel PRS kleiner als der Winkel POQ. 
Da die Begriffe „kleiner* and „gleich* sich ausschliessen, entsteht 
ein Widerspruch. 

§ 2. Es wird vielfach versucht, den Widerspruch dnrch folgende 
Argumen&tion zu beseitigen: Das Ebenenstuck POQ ist unendlich, 
also kein Ganzes. Demnach kann der Grundsatz vom Teil und 
Ganzen nicht angewandt werden. 

Diese Argumentation hat den Fehler, daß sie zuviel beweist. 
Da sie nämlich in keiner Weise davon Gebrauch macht, daß der 
zerlegende Halbstrahl RS am Punkte vorbeigeht, würde sie 
auch den Fall der Zerlegung durch Scheitelstrahlen treffen, und 
es wäre damit nachgewiesen, daß Winkel überhaupt nicht verglichen 
werden können. Außerdem kollidiert dieser Gebrauch der Begriffe 
Teil und Ganzes mit dem vulgären Sprachgebrauch; Teil und 
Ganzes sind korrelative Begriffe, und da das Ebenenstück JPOQ 
offenbar Teile besitzt, ist es selbst das Ganze, von dem diese 
genommen werden. 

Der Mathematiker im besonderen hat eine tiefe Abi 
gegen solche Argumentation mit Allgemeinbegriffen. Wenn für 
ihn irgend ein Gegenstand „ganz" ist, so genügt es dafür, daß 
genau feststeht, was zu ihm gehört, und was nicht. Das Zugehören 
selbst ist aber wieder ein Allgemeinbegriff, und es sei daher am 
speziellen Beispiel ausdrücklich festgestellt, daß von jedem Punit 
der Ebene feststeht, ob er im innern, im äussern oder auf der 
Grenze von POQ liegt. Darum gilt POQ mathematisch als Ganzes 
Da weiterhin jeder Punkt PRS ein Punkt von POQ, aber nicht 
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Punkt von POQ einer von PBS ist, gilt PAS als Teil 
VQ. 



3. Wollen wir also den falschen Schluss, der unseren Wider- 
verursacht, wirklich scharf „herauspräparieren", so müssen 
e allgemeinen Begriffe, mit denen wir operierten, naher 
ichen. Wir finden drei Grnndbeziehnngen : die Vergleichung, 
s Wort „ gleich" entspricht, die Ordnung, der das Wort 
r a entspricht, und endlich die Beziehimg des »Teils zum 
Die Bedeutung dieser drei Beziehungen und ihre Vor- 
ig untereinander reicht natürlich weit über das Paradoxon 
ikelvergleichung hinaus ; die Ausführlichkeit der folgenden 
Zungen ist nicht durch das einzelne Beispiel geboten. 

• werden bei der Untersuchung unserer drei Grundbe- 
n auf eine Definition derselben zunächst verzichten, da eine 
üle sie überhaupt möglich ist, an Stelle der zu prüfenden 
neue Allgemeinbegriffe von gleicher oder größerer Ver- 
tenheit zum Ausgangspunkt stempeln würde. Dagegen 
Ir, der kritisch-mathematischen Methode folgend, bei jedem 
Jegriffe nach den Grundsätzen, in denen er auftritt, d. h. 
enigen Eigenschaften, die eine Beziehung besitzen muß, 

• der Name einer Vergleichung, Ordnung oder Teilung 
i kann« 



1 



n. 

Die Teilung und die Vergleichung. ; ■ 

i 

Welcher Art die Beziehung auch sei, die wir mit dem , 

* t ein Teil von B u bezeichnen, sie wird folgendem 5 

gehorchen müssen: * 



J t 



'■i 



* t 
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Ia. Ist A ein Teil von!?, B ein Teil von C, so ist -4. ein 
Teil von C. 

Da man zuweilen ein Ding A mit zu seinen eigenen Teilen als 
„uneigentlichen" oder „unechten" Teil hinzurechnet, wollen 
wir jeden mit A nicht identischen Teil von A einen „eigent- 
lichen" oder „echten" Teil nennen. Diese Trennung ist für 
Satz Ia nicht erforderlich, wohl aber für folgende zwei Sätze: 

IIa. Ist A ein eigentlicher Teil von JB, so ist B kein 
Teil von A. 

lila. Ist A mit B identisch, so ist B kein eigentlicher 
Teil von A. 

Satz IIa handelt von der Umkehrung, Satz lila von dem 
Verhältnis zur Identität. 

Drei analoge Sätze gelten von der Vergleichung. Da aber 
keineswegs alle Yergleichungen durch das Zeichen = und das 
Wort „gleich" ausgedrückt werden, wollen wir hierfür das mengen- 
theoretische Zeichen rv und den allgemeinen Terminus „aequivalent" 
oder „gleichwertig" gebrauchen. 

Wir haben alsdann folgende Grundsätze: 

Ib. Ist Arsj JB, B rv C, so ist A rv C. 
IIb. Ist ArvB, so ist BnuA. 
Illb. Ist A mit B identisch, so ist Ar*B. 

Diesen Bedingungen einer Vergleichung genügen in der Geo- 
metrie unter anderem die Kongruenz und die Ähnlichkeit von 
Figuren, die Parallelität von Geraden u. a. m. Da wir allgemein 
bestrebt sind, jede Vergleichung als Identität gewisser Eigenschaften 
darzustellen, konstruieren wir vielfach solche Eigenschaften eigens 
zu diesem Zwecke. So spricht man bei parallelen Geraden von 
„gleichen Richtungen", bei ähnlichen Figuren von „gleicher Form". 
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§ 5. Die Beziehungen der Teilung und der Vergleichung können 
an der gleichen Gruppe von Dingen auftreten. Von einer Ver- 
knüpfung der beiden Beziehungen kann aber nur dann die Bede 
sein, wenn die Teile der verglichenen Gegenstände auch der Ver- 
gleichung unterworfen sind. Sind z. B. die Gegenstände ebene 
Polygone, die hinsichtlich ihres Flächeninhaltes verglichen werden, 
ihre Teile aber die Punkte des Innern, so findet die Vergleichung 
auf diese Teile keine Anwendung. Ebenso liegt der Fall beim 
Winkelmessen. Die Vergleichung besteht im aufeinanderlegen 
der Schenkel. Bei jeder Zerlegung nun, die nicht durch Scheitel- 
strahlen erzeugt wird, ist mindestens ein Teil unvergleichbar mit 
dem Ganzen. 



Definieren wir dagegen die Teilung der Polygone durch gerad- 
linige Zerschneidung, so sind die Teile wieder Polygone, also wieder 
vergleichbar. Definieren wir ebenso die Vergleichung der 
Winkel durch Zerschneiden in kongruente Teile ohne die Be- 
schränkung auf Scheitelstrahlen, so sind alle Teile, die durch 
geradliniges Zerschneiden entstehen, demselben Vergleichungs- 
prinzip zugänglich. 

Wir betrachten nun lediglich diesen Fall, daß die Teile dem 
Vergleichungsprinzip zugänglich sind und stellen dazu folgendes 
Postulat» dessen Gültigkeit im speziellen Fall erst nachzuweisen ist : 
IV. (Postulat der äquivalenten Teile.) Ist A zu B äqui- 
valent, und enthält es einen Teil A l9 so enthält 
B einen zu A x äquivalenten Teil B x . 
Für die weiteren Ausführungen werden wir lediglich die Sätze 
I — III, a und b und IV verwenden. Die eingestreuten Beispiele 
sollen nur zur Erläuterung und zum Nachweis dessen dienen, daß 
dem logischen Formalismus der Sätze wirkliche Beziehungen ent- 
sprechen. In jedem einzelnen Anwendungsfalle wird man sich 
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selbstverständlich immer erst zu überzeugen haben, daß die vor- 
handenen Beziehungen wirklich umgekehrt dem Formalismus I — IV 
genügen. 

Da es von Wert ist, daß tatsächlich nur die Sätze I — IV zur 
Verwendung gelangen, werde ich die nächstfolgenden Beweise zum 
größeren Teil in ihre Syllogismen zerlegen. 



HL 
Die Ordnung. 

§ 6. Als „Ordnung" werden alle diejenigen Beziehungen be- 
zeichnet, die wir mit den Zeichen >, < und mit Worten wie 
„größer, kleiner", „früher, später", »vor, nach", „über, unter", 
„rechts, links", aussprechen. 

Eine Ordnung muß folgenden Grundsätzen genügen: 
Ic Ist A< B } JB<C, so ist A<C. 
IIa Ist A<B, so ist sicher nicht B<zA. 
IQc. Ist A mit B identisch, so ist sicher nicht -4< JB. 

Diese Bedingungen unterscheiden sich zunächst nur durch die 
Bezeichnung von den drei ersten der Teilung, Ia bis lila. Der 
Unterschied zwischen Ordnung und Teilung tritt erst zu Tage 
wenn wir die charakteristischen Sätze aufstellen, die die Ordnung 
mit der Vergleichung verknüpfen. Der erste von ihnen schließt 
wegen IHb den Satz nie ein und lautet: 
V. Ist AojB, so ist sicher nicht -4< B. 

Satz V und He behaupten zusammen die Ausschließung der 
Begriffe kleiner, größer 1 ) und gleich. Diese Ausschließung ist 



1 Es ist hier stillschweigend angenommen, daß A<zB and B > A ver- 
schiedene Ansdrucksweisen für die gleiche Beziehung sind. 
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eine Konzession an den Sprachgebrauch: Wir wollen die Worte 
„größer" „kleiner" nur für Begriffe gebrauchen, die die Gleichheit 
ausschließen. 

Der nächste Satz kann als Satz der äquivalenten Ordnung 
bezeichnet werden und lautet: 
VI. Ist AojA', B~B' und A<B, so ist *nch A' < B'. 

Man kann ihn in zwei Sätze zerlegen, deren jeder aus VI 
folgt und die zusammen wieder VI ergeben: 
VIi. Ist AnjB, B<C, so ist A<C. 
VI«. Ist A<zB, B~C, so ist A<zC. 

Gelten VIi und Vis, so folgt aus den Voraussetzungen A rv Ä, 
A < B in VI zunächst A' <B nach VIi , hieraus und aus B rv B' 
nach VI2 die Behauptung von VI. Nimmt man umgekehrt A mit A! 
als identisch an, so geht Satz VI in VI« über ; VIi ist der Spezial- 
fall von VI, der aus der Identität von B mit B' entsteht. 

Zu diesen Sätzen kommt als letzter ein Satz von prinzipieller 
Bedeutung : 

VJJL (Satz der Trichotomie). Entweder ist A<B, oder 
U<il, oder An*B. 

§ 7. Sätze, die die Ordnung mit der Teilung in Beziehung setzen, 
sind zunächst nicht aufgestellt ; denn gerade diese Sätze, wie z. B. 
der Grundsatz, der Teil sei kleiner als das Ganze, sollen Gegenstand 
der weiteren Untersuchung sein. 

Ehe wir zu diesen übergehen, beweisen wir an einem einfachen 
Beispiel, daß der Satz von der Trichotomie unabhängig 
ist von allen vorangehenden Sätzen der Vergleichung 
und Ordnung. 

Zu diesem Nachweis wählen wir als Gegenstände der Ver- 
gleichung die Funkte des Baumes und als Vergleichung die Iden- 
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tität. A = B heißt also, daß A und B denselben Punkt bezeichnen. 

Um die Punkte zu ordnen, greifen wir zunächst einen belie- 
bigen Punkt heraus und setzen fest, daß < -4. für jeden von 
verschiedenen Punkt A sein soll. Sind nun A und B zwei von 
einander und von verschiedene Punkte, so schreiben wir A < B f 
wenn die Strecke OA kürzer als OB ist. Wir überzeugen uns 
sofort von der Gültigkeit der Sätze Ic bis UIc. Um weiter V 
und VI zu beweisen, beachten wir, daß aus A = B die Gleichheit 
der Strecken OA und OB folgt. Daß VII aber nicht gilt, erkennt 
man sofort daran, daß aus der gleichen Länge der Strecken OA. 
und OB keineswegs die Identität der Punkte A, B folgt. 

Die Unabhängigkeit des Satzes VII läßt sich nicht umkehren, 
vielmehr ist VI eine Folge von VII. Betrachten wir, um dies 
einzusehen, zunächst VIi , d. h. die beiden Voraussetzungen : 

(i)Arsjß (2)£<C. 

Die Annahme C< A würde mit (2) nach Ic zu B < A führen, 
was (1) widerspricht. Die Annahme Cn^A ergäbe mit (1) nach 
Ib Cr*B. was (2) widerspricht. Der Widerspruch entspringt in 
beiden Fällen aus V. Da weder C<cA noch CrsjA sein kann 
folgt aus VII, daß A < C sein muss. Ebenso beweist man VI 2 . 

IV. 
Das Problem der Trichotomie. 

§ 8. Wenn wir zu dem System der bisherigen Sätze noch den 
Grundsatz hinzunehmen, daß der Teil 1 kleiner als das Ganze sei, 
so folgt mit Satz VIi sofort, daß A<B auch dann statthat, wenn 
A zwar nicht selbst ein Teil von B, wohl aber einem Teil von JB 

1 Es kann sich hier und im folgenden natürlich nur um eigentliche 
Teile handeln. 
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äquivalent ist. Bei den üblichen Vergleichungsmethoden teilbarer 
Größen gilt aber auch die Umkehrung : Wenn A<zB ist, so gibt 
es in 2? einen zu A äquivalenten Teil. Danach liegt es nahe, den 
Begriff des kleiner überhaupt so zu definieren: A heißt kleiner 
wie B, wenn es einem Teile von B äquivalent ist. 

Trotzdem nun unsere bisherigen Entwicklungen noch lange 
nicht alle für die Messung endlicher Größen charakteristischen 
Tatsachen enthalten, sind wir bereits in der Lage, die Unzulässigkeit 
einer solchen Definition zu erkennen. Sie fuhrt nämlich nicht zu 
einer dreifachen, sondern zu einer vierfachen Disjunktion. 

Benutzen wir lediglich das Kriterium, ob A einem Teile von 
B äquivalent ist, (ohne es mit dem Zeichen A< B auszudrücken,) 
so erhalten wir eine Dichotomie: Entweder gibt es einen Teil B x 
von B, so daß Arv B t) oder es gibt keinen solchen Teil. 

Vertauschen wir die Rollen von A und B, so entsteht eine 
zweite Dichotomie. Beide Dichotomieen vereinigen sich nach dem 
bekannten logischen Schema zu folgender vierfachen Disjunktion: 
VIII. Einer der folgenden vier Fälle muß stets zu- 
treffen, und jeder schließt die drei anderen aus: 

(A) A ist einem Teil von B, B einem Teil von A äquivalent. 

(B) A ist einem Teil von B, B keinem Teil von A äquivalent, 
(r) A ist keinem Teil von B, B einem Teil von A äquivalent. 
(A) A ist keinem Teil von B, B keinem Teil von A äquivalent. 

Es sind hierbei stets eigentliche Teile gemeint. 

§ 9. Wir beweisen zunächst folgenden Satz : 

Wird das Eintreten des Falles (B) mit A < B oder 
B> A bezeichnet, so erfüllt diese, so definierte Be- 
ziehung alle Anforderungen der Ordnung mit Aus- 
nahme des Satzes VII von der Trichotomie. 
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Zunächst weisen wir die Gültigkeit des Postulates V nach: 
Ist A rv B , so ist gewiß nicht A <: B. Wäre nämlich A< JB, 
so hieße das nach VULL (B) : 

(1) B besitzt einen Teil B\ , (2) B x rsj A. Im Verein mit 
Arsj B folgt hieraus nach IV : 

(3) A besitzt einen Teil A x , (4) A x rv B x . 

Ans den Aequivalenzen 

A x r>j B l} B x rsj A, Arsj B 

folgt nun nach Ib, daß A x zu B äquivalent ist, im Widersprach 
mit der zweiten Aussage von (B). 

Das Postulat nie ist ein spezieller Fall von V, da die 
Identität nach ülb ein spezieller Fall der Äquivalenz ist. 

Die Aussagen des Falles (I") gehen aus (B) durch Vertauschung 
von A mit B hervor. Das Eintreten dieses Falles ist also durch 
A > B oder B < A zu bezeichnen. Da (B) und (Q sich logisch 
ausschließen, ist hiermit das Postulat IIc als erfüllt nachge- 
wiesen. 

Das Postulat Ic beweisen wir in zwei Schritten. Wir ent- 
nehmen zunächst aus A < B die Voraussetzungen : 

(1) B enthält einen Teil B x , (2) B x ~ A, 

und ebenso aus B < C: 

(3) C enthalt einen Teil C x , (4) C x rsj B. 

Aus (1) und (4) folgt nach IV : 

(B) C x enthält einen Teü C t , (6) C t ~ B x . 

Aus (3) und (5) nach Ia: 

(7) C enthält einen Teil C, • 

Endlich aus (2) und (6) nach I b : 

(8) C^A. 
Damit ist der erste Teil der Behauptung A< C erwiesen. Noch 
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einfacher ist sein Beweis unter den Voraussetzungen der Sätze 
VIi oder VI2. Im ersten Falle hat man: 

(9) 4rvB, (10) C enthält einen Teü C, , (11) C t rv B. 
Aus (9) und (11) folgt nach Ib : 

(12) G x ~ A. 

Bei Satz VI2 ist vorausgesetzt: 

(13) B enthält einen Teü B, , (14) B x ~ A } (15) C ~ B. 
Aus (15) und (13) folgt nach (IV) : 

(16) C enthält einen Teil C lf (17) C x rsjB l} 

und aus (17) und (14) nach Ib 

(18) C x rv A. 

Sicher enthält also C einen zu A äquivalenten Teil, und es 
bleibt zu zeigen, daß das Umgekehrte nicht statthat. Wir nehmen 
das Gegenteil an: 

(19) A enthält einen Teü A l9 (20) A x ~ C. 

Mit (3) und (4) folgt hieraus, daß A l} also auch A, einen zu B 

äquivalenten Teil enthielte. Das gleiche folgt aus (15) noch 

direkter und steht im Widerspruch zu der Voraussetzung A<B, 

die den Sätzen Ic und Via gemeinsam ist. 

Aus (9) aber würde folgen, daß auch B als zu A äquivalent 

einen mit C äquivalenten Teil besäße, und das widerstreitet B <C, 

der in Ic und VIi enthaltenen Voraussetzung. 

Hiermit sind auch die Fostulate Ic und VI als erfüllt nach- 
gewiesen. 

§ 10. Wenn A mit B äquivalent ist, so kann, wie gezeigt war, 
weder die Beziehung (B) noch die Beziehung (I") bestehen, d. h. 
es muß entweder (A) oder (A) zutreffen. Da beide sich logisch 
ausschließen, kann auch nur eines von beiden zutreffen. Als das 
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„Problem der Trichotomie" kann nun folgende Aufgabe 
bezeichnet werden: 

Es sei für gewisse Dinge A,B, ... eine Teilung 
and eine Vergleichnng gegeben, die zusammen 
das Postulat IV erfüllen, so daß die Disjunktion 
VIII möglich ist. Es sollen folgende Fragen 
beantwortet werden: 

1) Sind die Fälle B, T möglich? 

2) Welche der Beziehungen A, A hat im Falle der 
Äquivalenz statt? 

3) Ist diese im Falle der Äquivalenz zutreffende 
Beziehung auch eine hinreichende Bedingung 
der Äquivalenz? 

4) Ist eine der Beziehungen A, A überhaupt aasge- 
schlossen? 

Auf diese Fragen werden wir in den verschiedensten Fällen 
die verschiedensten Antworten erhalten. Zunächst beachten wir 
die Antwort, die der Satz vom Teil und Ganzen giebt. Er be- 
antwortet nämlich die Frage (4) dahin, daß (A) unmöglich ist. 

Wenn die Beziehung (A) gilt, d. h. wenn A n* B lt B r>j j± i9 
A t Teil von A, B x von B ist, so folgt aus B ~ A l} daß auch JL 
einen Teil A t besitzt, und daß A t zu B l äquivalent ist. Danach 
ist aber erstens A % als Teil von A x auch Teil von A, zweitens 
wegen -4, rv B x , B x rv A auch A t rsj A. Dies widerspricht dem 
Postulat vom Teil und Ganzen, d. h. der Satz vom Teil und 
Ganzen schließt die Beziehung (A) aus. 

Hiermit sind auch die Fragen (1) und (2) erledigt. Im Falle 
der Äquivalenz hat die Beziehung (A) statt, und die Beziehung 
(B) ist möglich, wenn es überhaupt Teile giebt. Denn der Teil 
ist dann kleiner als das Ganze. Die Frage (3) wird durch den 
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vom Teü und Ganzen nicht erledigt und bedarf einer ge- 
lten Behandlung, nSinlich, sofern sie bejaht werden soll, des 
reises folgenden Satzes : 

st kein Teil von A zu B und kein Teil von B zu 
f äquivalent, so ist A zu B äquivalent, 
enn dieser Nachweis geführt ist, ist das Problem der Tri- 
e in dem gewünschten Sinn gelöst, die Disjunktion VIII 
\otom nnd der von (B, f") verschiedene Fall stimmt mit der 
enz fiberein. — 

' wollen aber auch die Möglichkeit in Betracht ziehen, 
Satz vom Teil and Ganzen nicht gilt, d. h. daß A einem 
eile, A x , äquivalent sein kann. Ist dann auch AevB 
*•* A. . Andererseits enthält nach IV B einen Teil B.rvA 
?, ~ A, d. h. ans Ar* B folgt die Beziehung (A). Damit 
rage (2) beantwortet. Auf die anderen Fragen erhalten 
Antwort, dem negativen Charakter der Voraussetzung 
md, von der wir ausgingen. 

die Frage (3) im Falle der Nichtgültigkeit des Satzes 
e j aht werden, so muß folgender Satz bewiesen werden : 
alenzaatz). Ist A x ein Teil von A f B x von B, 
B, JB X ~ A, ao ist A ^ B. 

i Satz kann folgende engere Fassung gegeben werden: 
[, ein Teil von A % A % von A x und A t r^A t so ist 

A. 

Fassung folgt wieder der weitere Aquivalenzsatz X. 

bereits gezeigt, daß aus A~ B lf Brv A t die Exi- 
reils A% von A t folgt, der zu A äquivalent ist. Nach 
ach ^i. r^j AL und wegen B r>j A l auch A esj B. 
aan umgekehrt in X an , es sei B mit A t nicht nur 
jondern auch identisch, so erhält man Xa. Dieser 



i 
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Satz ißt also in der Tat eine engere Fassung des Aquivalenz- 
satzes, und zwar auch eine vorteilhaftere, weil nur eine Äqui- 
valenz in den Voraussetzungen auftritt. 

Die bis hierher recht abstrakten, dem Leser vielleicht auch 
höchst problematisch erscheinenden Ausfuhrungen mögen noch 
durch einige Beispiele erläutert werden. — Bei der üblichen end- 
lichen Messung gilt der Satz vom Teil und Ganzen, zugleich aber 
auch Satz IX, so daß der Satz VII zutrifft. Auch die Winkel- 
messung durch Scheitelstrahlenzerlegong verhalt sich so. Sie 
operiert mit einer speziellen Teilung, die die Postulate Ia 
— Ula, IV erfüllt. — Laßt man aber andere geradlinige Zerle- 
gungen der Winkelfläche zu, so gilt der Satz vom Teil und Ganzen 
nicht mehr. Daß die dahinter gesuchte Paradoxie auf Grund un- 
serer bisherigen Ausführungen keinen logischen Widerspruch ein- 
schließt, dürfte klargestellt sein. Man könnte nun immerhin ge- 
neigt sein, wenigstens die Unbrauchbarkeit der allgemeinen Teilung 
auf die Nichtgültigkeit des Satzes vom Teil und Ganzen zurück- 
zuführen. Einmal aber werden wir in den Ausfuhrungen über 
die Mengenlehre sehen, daß diese Nichtgültigkeit eine Teilung 
durchaus nicht unbrauchbar für die Definition einer Ordnung 
macht. Zum andern aber können wir jetzt die Ursache der Un- 
brauchbarkeit der allgemeinen Zerlegung am Beispiel des Winkels 
aufdecken. Es war nämlich im ersten lief erat gezeigt, daß ein 
Winkel durch Zerschneiden in jeden andern verwandelt werden 
kann, d. L daß zwischen zwei beliebigen Winkeln stets die Be- 
ziehung (A) besteht. Es ist daher allerdings die Frage (4) für (A) zu 
bejahen, ebenso ist (3) zu bejahen, aber die Frage (1) ist zu ver- 
neinen: Die Fälle (B, sind unmöglich. Hierin liegt der 
wahre Grund der Unbrauchbarkeit der freien Zerschneidung : ixi 
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Unmöglichkeit von (B) und (Q, nicht aber in der Mög« 
keit von (A). 



Zweiter Teil. 



Äquivalent , Teilmenge md Mächtigkeit 

V. ; 

Vergleichung und Teilung der Mengen. 

Den Begriff der Menge in völlig einwandfreier Weise zn 
t ist bisher nicht gelungen. Wahrscheinlich darf auch 
Definition nicht verlangt werden, sondern nur ein Axiom- 
Aber selbst das fehlt bis jetzt noch. Die üblichen De- 
der Menge gestatten keinerlei branchbare Schlüsse zn 
dererseits aber passen unter sie auch paradoxe Mengen, 
r weiter unten zurückkommen werden. Da es anderer- 
■sprachsfreie unendliche Mengen zu geben scheint, muß 
e .Definition oder ein korrektes Axiomensystem paradoxe 
ausschließen, wenn es zu einem brauchbaren System von 
a AjOäB geben will. 

Zwickeln die Grundbegriffe zunächst an den endlichen h 

* en wir uns als ganz konkretes Beispiel etwa einen 

tmxxA einen Korb Birnen, Um zu prüfen, ob beide , 

„ ^w e enthalten, können wir so verfahren: Wir er- 

linken Hand einen Apfel, mit der rechten eine 

jedes Stück aus seinem Korb heraus. Dieses 

Jxolen wir, solange es geht. Es wird nach einer 

-■_-■ **ron Wiederholungen zu einem Ende führen, und 
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zwar entweder dadurch , daß keine Apfel mehr da sind , oder 
dadurch, daß keine Birnen mehr vorhanden sind, oder drittens 
dadurch, daß weder Birnen noch Apfel mehr übrig bleiben. Im 
ersten Fall ist die Anzahl der Birnen, im zweiten die der Apfel 
die größere, im dritten Fall sind die Anzahlen einander gleich. 

Das hier angewandte Verfahren besteht in einer Zuordnung * 
der Elemente zweier Mengen. Je ein Apfel und je eine Birne 
werden zu einem Paar vereint, und zwar ist jedem der beiden 
Stücke das andere eindeutig zugeordnet. Wir nennen eine 
solche Zuordnung „umkehrbar -eindeutig" 1 . Wir können nun das 
Kriterium der gleichen Anzahl formal so aussprechen, daß die 
Voraussetzung der Endlichkeit der verglichenen Mengen nicht 
darin auftritt. Da wir uns ja auch tatsächlich über diese Vor- 
aussetzung erheben wollen, sollen sogleich die Termini „Anzahl" 
und „gleich" durch die mengentheoretischen „Mächtigkeit" und 
„äquivalent" ersetzt und das Kriterium in die Form einer Defi- 
nition gesetzt werden: 

Zwei Mengen heißen „äquivalent" oder von „glei- 
cher Mächtigkeit", wenn die Dinge der einen denen 
der andern umkehrbar eindeutig zugeordnet wer- 
den können. 

§ 12. Es ist natürlich noch nicht gesagt, daß dieser Definition 
auch für unendliche Mengen ein vernünftiger Sinn zukommt. Viel- 
mehr ist bereits eines gewiß: das willkürliche Zuordnungsver- 
fahren, wie es bei dem Beispiel der Apfel und Birnen angewandt 



l ) Dedekind gebraucht hierfür das Wort ahnlich. Doch hat sich nach dem 
Vorgang von Georg Cantor dieses Wort für eine engere Bedeutung eingebürgert 
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, ist für unendliche Mengen unbrauchbar, da es zu keinem 
fuhrt. Dagegen können solche Zuordnungen sehr wohl durch 
welche Gesetze hergestellt werden. Wie auch die Zu- 
g hergestellt sei, jedenfalls laßt sich folgende Bezeichnungs- 
anwenden : Ist m ein Ding der Menge M und n das zuge- 
> einer äquivalenten Menge N, so schreiben wir die Tat- 
er Zuordnung in Zeichen n = 9(1»), und sprechen von der l 
mg <p. Daß umgekehrt m zu n zugeordnet ist, wird man 
aßig durch ein anderes Zeichen, etwa 9, ausdrücken: 

m = ^(n). 
Frage, ob es prinzipiell zulässig ist, eine Menge von un- 
freien Dingen als ein abgeschlossenes Ganze zu betrachten, 
die Zulässigkeit unsrer Definition der Äquivalenz nicht, 
besten nicht in ihrer praktischen Anwendung. Die Be- 
, „a ist ein Ding der Menge aller ganzen Zahlen, a ent- 
flieh die Aussage: „a ist eine ganze Zahl." 
s aber auf diesem Standpunkt bezweifelt werden konnte, 
[enge genau genug definiert ist, um von der Identität 
ingen zu sprechen, so wollen wir folgende Definition 
ch aufstellen, die ein Spezialfall der sogleich zu gebenden 
der Teilung ist: 

Mengen heißen identisch, wenn jedes Ding 
q auch ein Ding der andern istund umgekehrt. j 

Lordnung eines Dinges zu sich selbst ist umkehrbar ein- 
aher ist das Postulat III b erfüllt, wonach identische 
ch äquivalent sein sollen. — Von den beiden anderen 

der Äquivalenz ist üb in der Forderung der Um- 
e i t der Eindeutigkeit enthalten. Und daß auch I b 
ergibt sich durch folgende Überlegung: 

J h zu c zugeordnet ist, so ist damit eine Zuord- 

äer rrUm'mchen Schvl: I. *L 36 
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nnng zwischen a und c ausgesprochen; und wenn die Zuordnungen 
zwischen a, b und zwischen b, c umkehrbar eindeutig sind, so ent- 
sprechen sich auch a, c eindeutig. Der Beweis bedarf wohl keiner 
näheren Ausführung, zumal uns die Zuordnung zweier Mengen 
über eine dritte aus dem alltäglichen Leben geläufig ist. Die 
Probe auf die gleiche Stückanzahl in den oben erwähnten Obst- 
körben wird man nämlich lieber auf dem abstrakten Wege des 
Abzählens der Apfel einerseits, der Birnen andererseits ausführen, 
als durch die zuerst beschriebene konkretere Methode des Er- 
greifens. Dieses Abzählen bedeutet aber nichts anderes, als daß 
man die Apfel für sich und ebenso die Birnen den Dingen einer 
dritten gedachten Menge 1, 2, 3, 4, 6 ... . zuordnet. 

§ 13. Ebenso wie wir die Yergleichung definierten, ohne über 
die Existenz unendlicher Mengen etwas auszumachen, können wir 
auch die Teilung einführen: 

Eine Menge M x heißt Teil einer Menge M, wenn 
jedes Ding von M l ein Ding von M ist. Sie heißt 
eigentlicher Teil, wenn nicht jedes Ding von M aucli 
Ding von M x ist. 

Den Charakter dieser Definition als reiner Wortdefinition 
erkennt man leicht aus folgendem Beispiel: „Die Menge aller ge- 
raden Zahlen ist eine eigentliche Teilmenge der Menge aller ganzen 
Zahlen." Dieser Satz spricht die völlig einwandfreie Behauptung 
aus, daß jede gerade Zahl ganz, aber nicht jede ganze Zahl ge- 
rade ist. 

Die Beweise zu den Postulaten Ia bis IHa bedürfen keiner 
Ausführung. Bei dem Postulat IV ist folgendes nachzuweisen: 
Ist M zu N äquivalent, M x eine Teilmenge von üf, so besitzt N 
eine zu M t äquivalente Teilmenge N x . In der Tat überzeugt man 



§ 13. 14. . — 505 — 

sich leicht, daß die den Elementen von M 1 entsprechenden Ele- 
mente von N eine Teilmenge N t von N bilden, die zu M t äqui- 
valent ist. Die Definition von^ t lautet also: „Ein Ding n vonN 
wird als Ding von N t bezeichnet, wenn m = <p(n) in M x enthalten 
ist." Hierin bedeutet q> die Zuordnung n = <p(m) von N zu M. 
N l wird man zweckmässig mit <p(M x ) bezeichnen. 

Wenn M l eine eigentliche Teilmenge von M ist, so muß es 
Elemente von M geben, die nicht in M l sind. Diese Elemente 
bilden die „zu M l komplementäre Teilmenge" von M\ 
nennt man sie M % , so ist jedes Ding von M entweder in M x oder 
in M t (d. h. nicht in M t ) enthalten. Zwei komplementären Teil- 
mengen entspricht also eine vollständige Disjunktion. Entsprechend 
kann man komplementäre Systeme mehrerer Teilmengen bilden: 
Die Teilmengen M x , M , , . . . M u von M bilden ein komplementäres 
System, wenn jedes Element von M in einer und nur einer von 
ihnen enthalten ist. Zum Beispiel sind die Mengen der geraden 
und der ungeraden Zahlen komplementäre Teilmengen der Menge 
der ganzen Zahlen, womit die Tatsache ausgesprochen wird, daß 
jede ganze Zahl entweder gerade oder ungerade ist. Die ganzen, 
gebrochenen und irrationalen Zahlen bilden ein komplementäres 
System von drei Teilmengen der Menge aller Zahlen. Komple- 
mentäre Systeme aus unendlich vielen Teilmengen werden wir 
späterhin zu betrachten haben, können aber vorläufig davon ab- 
sehen. — Ist M l eine Teilmenge von M } so bezeichnet man zweck- 
mäßig ihre komplementäre Menge mit M—M x . 

§ 14. Nach dem Beweis der Fostulate I— IV können die Be- 
trachtungen des vierten Kapitels einsetzen, durch die wir zu der 
vierfachen Disjunktion VIII gelangten. 

Es ist nun ohne weiteres klar, daß für endliche Mengen der 

35* 
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Fall (A) ausscheidet und der Satz IX gültig ist. Ob und wie dies 
zu beweisen ist, d. h. auf einfachere Tatsachen zurückgeführt 
werden kann, das darf zunächst außer Betracht bleiben, da über 
die Richtigkeit unserer Behauptung niemals ein Zweifel bestanden 
hat. Ja, man hat sie als Grundsatz vielfach dahin ausgesprochen, 
daß das Resultat des Abzählens einer endlichen Menge unabhängig 
ist von der Reihenfolge des Abzählens. Es wird daher eher einer 
Rechtfertigung bedürfen, wenn überhaupt der Versuch unter- 
nommen wird, die Eigenschaften endlicher Mengen durch eine 
weitausholende Betrachtung zu begründen, wie dies Dedekind 
getan hat 1 . 

Wir werden im nächsten Kapitel zunächst an dem wichtigsten 
Beispiel unendlicher Mengen zeigen, daß es unendliche Mengen 
gibt, die äquivalente Teile besitzen. Daran schließt sich natur- 
gemäß die Frage an, ob jede unendliche Menge äquivalente Teile 
besitzt. Auf diese Frage ist aber eine einwandfreie Antwort nur 
möglich, wenn der Begriff der unendlichen Menge definiert 
wird. Die Definition „Unendlich heißt: nicht-endlich a gestattet 
ihrerseits wiederum keine Schlüsse, wenn nicht der Begriff 
„endlich" definiert oder wenigstens durch eine An^ hl von 
Axiomen hinreichend charakterisiert ist. Denn um einen Schloß 
ziehen zu können, bedürfen wir zweier Obersätze ; die Behauptung, 
eine Menge sei nicht endlich, gibt nur den einen, der andere muß 
entweder aus der Definition des Endlichen abgeleitet sein oder 
aus dem Grundbegriff der Endlichkeit als Axiom entspringen. 
Dies ist die Schwierigkeit, die zu einer Kritik des Begriffs der 
endlichen Menge geführt hat. 

Wir übergehen nun diese Schwierigkeit dadurch, daß wir 



1 „Was sind und was sollen die Zahlen?" Braunschweig 1888. 
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unendliche Mengen betrachten, die äquivalente 
sitzen. Solche Mengen nennen wir mit Georg 
i-fce Mengen. Da endliche Mengen keine äqui- 
an, steht zunächst fest, daß eine transfinite 
5I1 sein kann. Die Frage umgekehrt, ob jede 
ge trajQsfinit ist, vertagen wir bis zum letzten 
n solange anf eine Herleitung der bekannten 
icher Mengen. Diesen Standpunkt der Kritik 
lüber kann man wohl treffend als den „naiven 
zeichnen, womit natürlich kein Werturteil aus- 

a. 

m wir so die schwierige Frage, ob auch jede 

Teile besitzt, die ihr äquivalent sind, vorlaufig 

a haben, beweisen wir sogleich einen Satz, der 

üblichen Nachweises der Unendlichkeit einer 

r lautet: 

e die eine transfinite Teilmenge ent- 

ölbst transfinit. 

e solche Menge nicht endlich, denn eine endliche 

ne unendliche, also auch keine transfinite Teil- 

itz behauptet aber mehr, nämlich die Existenz 

p die die Menge M auf eine Teilmenge abbildet 

letzung besitzt M eine Teilmenge M x , die selbst 

mtlichen Teilmenge M t von M x äquivalent ist 

Os eigentliche Teilmenge von M gedacht, da der 

richtig, aber trivial wäre. Ihre komplementäre 

siße M Di© zu «**• komplementäre Teilmenge 

M besteht also aus den drei komplementären 

\£ ; nach Voraussetzung existiert eine Zuordnung 
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% die jedem Element x von M x (d. h. also von M t oder M M ) ein 
Element q*(x) von Jtf, zuordnet. Diese Zuordnung ergänzen wir 
dadurch zu einer Zuordnung qf>, daß wir jedes Element von M A 
sich selbst zuordnen. Die Zuordnung ^(z) ist also wie folgt de- 
finiert: 1>{x) bedeutet x selbst, wenn x in M 4 ist. Ist dagegen x 
in M t oder M 9 , so bedeutet ^(#) das bereits als definiert voraus- 
gesetzte Element q>(x) von M 2 . 

Diese Zuordnung i> bildet üf auf eine Teilmenge ab, und zwar 
eine eigentliche, nämlich auf die beiden Mengen M t und M A , die 
zusammen die komplementäre Menge von M t bilden. Demnach ist 
M transfinit, was zu beweisen war. 

Ebenso leicht beweisen wir folgenden Satz: 
XII. Ist M eine transfinite, N eine zu M äquivalente 
Menge, so ist N transfinit. 

Nach Voraussetzung ist MrvN, Mn»M lf M l Teil von üf. 
Nach Postulat IV ist daher M l n* N t , N x Teil von N; nach I b 
folgt aus N i ruM l rJ Mrsa N auch N t rv N, w. z. b. w. 

Die weiteren Aufgaben, die sich nun zur Behandlung bieten, 
entsprechen den vier Fragen des Trichotomieproblems. Nachdem 
die Frage (2) durch den Nachweis transfiniter Mengen beantwortet 
sein wird (Kap. VI), erledigen wir (3) durch den Beweis des 
Aquivalenzsatzes Xa (Kap. VII). Endlich beantworten wir (1) 
durch die Aufweisung von Mengen verschiedener Mächtigkeit 
(Kap. VIII). Die Frage (4) wird ihre Behandlung und vorläufige 
Erledigang erst im Kapitel XXX finden. — 

VI. 
Die abzählbaren Mengen. 

§ 16. Offenbar ist die Menge ® aller ganzen positiven Zahlen 
1,2,3... transfinit, denn die Gleichung y = x + 1 ordnet jeder 
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m« ganze Zahl y umkehrbar eindeutig zu. Unter 
Let sich indessen die Zahl 1 nicht vor; es wird 
^entliehe Teilmenge 2, 3, 4 . . . abgebildet. 

Ldttngen, die in gleicher Art zum Nachweis be- * 

x*d beispielsweise y = 2ar, y ■» s", allgemeiner 
=■ «", worin n eine ganze positive Zahl ist. — 
::«i* von & ist die kleinste unendliche Mächtig- 
und verdient daher eine besondere Bezeichnung. 
IM enge, die zu ® äquivalent ist, abzählbar. 
5 © von allen transfiniten Mengen die kleinste 
zt, geht aus folgenden beiden Sätzen hervor: u 

ilmenge von ® ist endlich oder abzähl- t 

ins finite Menge enthält eine ab zähl bare < 

des ersten Satzes benutzen wir die Ordnung der .]< 

iac h ihrer natürlichen Größe. Zwischen zwei > 

ad auch unterhalb einer ganzen Zahl gibt es nur 
rexrtuell gar keine ganze Zahlen. Daraus folgt 

^ e Teilmenge von ®, in der es eine größte Zahl i- 

Danach ist nur noch der Fall möglich, daß eine v 

r% © kein größtes Element enthält. Dann muß 

Zahl x dieser Teilmenge eine nächstgrößere unter 
jl£ cceben, dde wir q> (x) nennen wollen. Diese Zu- r 

t iedem Element von M ein anderes zu. Ferner J 

ine kleinste ganze Zahl a enthalten muß. Nun 
Zuordnung * auf folgende Art: f (1) = a, *(2) 

(a>(<*)) e * c# » 80 er ^ enn * man ^ c ^*» ^aß jedem 
Element von M eindeutig zugeordnet wird. 
fcf rkeit einer Menge M kann man mit Hülfe der 
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Ordnung von ® leicht schematisch zum Ausdruck bringen, indem 
man die Elemente von M hintereinander, nötigenfalls über oder 
unter die ganzen Zahlen schreibt: 

«> 9(fl), 9>(9>( a ))> 9>(9>(9> («)))-.. 

1, 2, 3, 4, . . . 

Ein solches Schema muß aber immerhin die Bildungsgesetze der 
abzahlbaren Menge zum Ausdruck bringen oder als bekannt 
voraussetzen. Beispiele hierfür bieten die unendlichen Reihen, wie 

e = 1+ Tf + ¥f + F! +¥!+••• 

* -1 1 4- 1 1 4- 1 -4- 

y = 0,142857 142857 142857 

während Ausdrücke wie * = 3,14159 . . . , ^2 = 1,414 . . . kein 
Bildungsgesetz anzudeuten vermögen, es vielmehr als bekannt 
voraussetzen, sofern die Gleichungen richtig und keine approxi- 
mativen sein sollen. 

Der Satz XIV setzt voraus, daß M transfinit sei, d. h. daß 
jedem Element tn von M ein Element <p(m) einer Teilmenge JM 
von M zugeordnet sei. Es sei nun z ein Element von M — M 1 , so 
gibt es, da q>(m) stets in M l ist, kein Element x, für welches 
q)(x) = $ ist. 

Aus * bilden wir die Elemente <p{js) = «„9W = 4f l} .. 
tp (ß J = g h¥l } . . . Wenn wir zeigen können, daß alle diese Ele- 
mente von einander verschieden sind, so ist unser Satz bewiesen- 
denn sie sind alle in M x , bilden also sicher eine Teilmenge von 
M, und daß diese Teilmenge abzählbar ist, geht aus den Indices 
hervor, die bereits die Zuordnung zu @ ausdrücken. 

Sicher ist z von allen Elementen z h verschieden, da ^ ^ 
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M—M lt z k = qp(*V-i) aber sicher in M t enthalten ist. Ist nun x 
von y verschieden, so folgt ans der umkehrbaren Eindeutigkeit 
der Zuordnung % daß auch <p(x) von <p(y) verschieden sein muß. 
Demnach ist q>(z) von ?>(*»), d. h. * & von g k¥l für jedes £ ver- 
schieden, daher wieder <p (e x ) = z % von 9 (^J = ^ w u. s. f. Damit 
ist der Beweis unseres Satzes erbracht. 

Aus diesem Satz geht hervor, daß eine transfinite Menge nur 
von gleicher oder höherer Mächtigkeit sein kann, als ©. Daß 
keine unendliche Menge überhaupt von niederer Mächtigkeit als 
® sein kann, folgt schon aus XIII, doch ist damit noch nicht ge- 
sagt, daß sie von gleicher oder höherer Mächtigkeit sein muß, 
solange nicht die Unmöglichkeit des Falles (A) feststeht. 

§ 17. Um zu weiteren speziellen abzählbaren Mengen zu ge- 
langen, beweisen wir folgenden allgemeinen Satz: 
XV. M sei eine abzählbare Menge, m & , m,, m a , . . m k , . . . 
seien ihre Elemente, und jedes dieser Elemente 
sei wieder eine endliche Menge. Von den Dingen 
x dieser Mengen komme keines in zwei oder 
mehreren der Mengen m x , m t} .. m 4 .. vor. Dann ist 
die Menge der Dinge x selbst abzählbar. 
Wenn der Sinn des Satzes richtig verstanden ist, kann er 
auch in folgenden kürzeren Fassungen ausgesprochen werden: 

Eine abzählbare Menge endlicher Mengen ist ab- 
zählbar, oder: 

Ersetzt man in einer abzählbaren Menge jedes 
Element durch eine endliche Anzahl von Elementen, 
so entsteht wieder eine abzählbare Menge. 

Der Beweis des Satzes ist fast trivial zu nennen, wenn man 
die letzte Fassung beachtet. Sind xf, x*\ z™ .... die Dinge der 
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Menge m h und n k ihre Anzahl, so schreibe man die Dinge x in 
der durch die Indices gegebenen Reihenfolge an: 



^1) Ul) ~tt> *.a> «/t) ~Ct> n fl f 

1 , 2 , . . • fij , ti 1 + 1 , w, + 2 , . . . n x + w, , . . . u. s. f. 

Man kann ohne weiteres die Zuordnung der Dinge £ zu den 
ganzen Zahlen angeben. Der Menge m h gehen die Mengen m t bis 
9lf »-i voraus, sie liefern n x + n t . . + w^ Elemente. Den Elementen 
a%\ a/f . . . x\ k) . . . kommen daher die Ordnungszahlen n t + n t + • • -t- 
»*-i + l» »!+», + • -+n M +2, n 1 + it, + -- + it fr _ 1 +J zu, womit die 
Abzählbarkeit erwiesen ist. 

Eine stillschweigende Voraussetzung bei diesem Beweise ist 
die, daß an die n k Elementen von m h die unteren Indices 1, 2 bis 
n u in irgend einer Art bereits verteilt sind. Dies kann für die 
unendliche Reihe m l1 m % , . . . . nur durch ein Gesetz geschehen. 
Wie weit die Annahme der Existenz eines solchen Gesetzes zu- 
lässig ist, wird später noch untersucht werden, da die Frage von 
prinzipieller Bedeutung ist. Wir begnügen uns hier mit der Fest- 
stellung, daß bei allen Anwendungen des Satzes XV ein solches 
Gesetz stets aufgewiesen werden kann. 

§ 18. Eine erste Anwendung des Satzes XV ist das folgende 

Theorem: 

XVI. (Satz von der endlichen Bezeichnung). Es sei M eine 
unendliche, Z eine endliche Menge, deren Dinge 
*i> *i! *«>••*. w * r »Zeichen" nennen wollen. Jede 
Reihenfolge z a s b z c . . . .z k einer endlichen Anzahl 
von Dingen aus Z, in der jedes z mehrmals auf- 
treten darf, soll eine „Bezeichnung" genannt 
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werden. Wenn jedem Ding m von M eine Be- 
zeichnung 9>( m ) umkehrbar eindeutig zuge- 
ordnet ist, 8 o ist M abzählbar. 
In der Definition der Bezeichnungen ist die Reihenfolge be- 
'i es sollen also z. B. z x e % und e % z x verschiedene Bezeichnungen 

Der Beweis ist ziemlich einfach. Die Menge der Bezeichnungen 
abzahlbar ; die Menge der den Dingen von M zugeordneten 
ichnungen 9>C*0 ist daher als Teilmenge der Menge aller Be- 
3nngen nach Satz XIII ebenfalls abzählbar, also auch die zu 
Univalente Menge M selbst. 

Paß aber die Menge & der Bezeichnungen abzählbar ist, folgt 
Satz XV. Sie zerfallt nämlich in eine abzählbare Reihe 
& » - • &m 9 • • • von Mengen; die erste enthält alle Bezeich- 
i die aus einem Element von Z bestehen: 



eigüedrigen Bezeichnungen: 

*A I ' ' • *lß* 
^V*I f Vi 9 ' * ' V« 



*%*% i V* » Vt » ^t » ' * • *'«"'" 



£ ö Alle 



» 



i* 



dreigliedrigen, die ite alle igliedrigen. Die 

sind endlich: & k enthalt genau n* Elemente. \ 

auch nach einem einheitlichen Gesetz geordnet j 

ach dem lexikographischen, sofern man 4^ irgend- | 

«reordnet hat. Damit folgt aus Satz XV die Ab- t 

und daraus die von M. — Die Ordnungsnummer, \ 

Bezeichnung *.*>*.••-*, gehört, läßt sich auch V 



I 



k 
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explicit angeben. Ist die Bezeichnung %-gliedrig, so ist ihre Ord- 
nungsnummer gleich 

Die prinzipielle Bedeutung des Satzes XVI geht daraus 
hervor, daß das Alphabet eine endliche Menge von Zeichen ent- 
hält, daß also die Menge aller Wortbildungen, insbesondere der 
sinnvollen, abzählbar ist. Eine darauf gegründete Paradoxie wird 
später zu erledigen sein (Kap. XXIII). 

Aber auch die Menge der Ziffern 0, 1, 2, bis 9 ist eine end- 
f liehe; mit ihr bezeichnen wir alle ganze Zahlen, deren Menge in 
**' *'/*+** & r~- (jler Tat abzahlbar ist. Ferner erweist sich die Menge aller De- 
zimalzahlen (d. h. Brüche, deren Nenner eine Potenz von 10 ist) 
als abzählbar, denn zur Bezeichnung dienen die zehn Ziffern and 
das Komma. Die Dezimalzahlen sind eine Teilmenge der Menge 
aller Brüche überhaupt. Da aber jeder Bruch mit den zehn 
Ziffern und einem Doppelpunkt (3 : 4) bezeichnet werden kann, ist 
die Menge aller Brüche, d. i. der Rationalzahlen abzahlbar. Aber 
auch die Menge aller algebraischen Zahlen läßt sich abzählen. 
Algebraisch heißt eine Zahl a, wenn sie einer Gleichung von fol- 
gender Form genügt: 

o + a i a + «8« 2 + • • • <*.«* = , 

in der a oi a t1 a t , ... bis a. ganze Zahlen, positive oder negative 
sind. Unter allen Gleichungen, denen eine algebraische Zahl 
genügt, gibt es eine bevorzugte, die irreduzible. Sie ist von nicht- 
höherem Grade n als jede andere, und die Zahlen a , a x , . . . a u haben 
keinen gemeinsamen Teiler; a. ist positiv. Die n Wurzeln dieser 
Gleichung sind alle von einander verschieden und, was hier übri- 
gens belanglos ist, die Gleichung ist für jede ihrer Wurzeln die 
irreduzible Gleichung. Die n Wurzeln lassen sich, auch wenn sie 
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li eiinem einheitlichen Prinzip ordnen; als erste, 



algebraische Zahl eindeutig definiert durch 
a , a x , . . . a u , d. h. der Koeffizienten ihrer t 

oliroig, and der Ordnnngsnnmmer k, die ihr anter 4 

Gleichung zukommt. Schreiben wir dafür 

s [ a ©> a i> «i» a tf • • • <*•>*] 

rfcig beschrieben durch 12 Zeichen: die 10 Ziffern, 
den Minusstrich vor den negativen Koeffizienten. 



a — [-3,0, 1,2] * 

der (irreduzibeln) Gleichung 
_3 + a 8 — 0, 
der Größe nach ordnen, die positive Wurzel aus 



i . . 



\ 



• 
ii 



ergebene Bezeichnungsweise ist eine endliche; damit 
*tz XVI die Abzählbarkeit der Menge der algebrai- 

*■ k 

Eine weitere Folgerung aus Satz XV ist: f 
ie abzählbareHenge abzählbarer Mengen 

Satz pfl^ man anc k> 8e ^ ner geometrischen Bedeutung j 

a Satz von der Abzählbarkeit des Punkt- [ \ 

5 u bezeichnen. ' I 

Voraussetzung ist eine Reihe M t , M % , M , , . . . von , 

nn d jeder Menge ist umkehrbar eindeutig eine t 

' rdnet die wir ihren Index nennen wollen und r H 






i 
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ihr auch als Index anhängen. Indem wir alle diese Mengen zu- 
sammenfassen, entsteht eine Menge M, und jedes Element m von 
Jlf ist in einer bestimmten Menge M h enthalten. Den Index dieser 
Menge setzen wir dem Element als ersten Index an. Da weiter 
die Abzählbarkeit von M h angenommen ist, existiert eine Zuord- 
nung, die dem Element m in M \ eine bestimmte Zahl n zuordnet. 
Diese nennen wir den zweiten Index von m and bezeichnen jetzt 
m kurz durch die beiden Indices : m = (fc, n). Der erste gibt die 
Teilmenge M k an-, in der m zu suchen ist, der zweite gibt die 
Stelle an, die m in M h einnimmt. 

Die Abzählbarkeit von M folgt nun unmittelbar nach XVI 
daraus , daß jedes Indicespaar (K, n) durch die zehn Ziffern und 
ein Komma bezeichnet wird. 

Um die Abzählbarkeit der Menge M aller Indizespaare (&, n) 
noch auf einem zweiten Wege nachzuweisen, bilden wir die Summe 
k + n der beiden Indices des. Paares. Es gibt nur eine endliche 
Anzahl von Paaren, die eine vorgeschriebene . Summe s liefern, 
nämlich (1, s-1), (2, 5-2), (3, *-3), bis (*-l, 1). Ihre Anzahl 
ist s — 1, diese Zahl nennen wir die Höhe des Indicespaares 
(£, n). Sie ist eine endliche Zahl. 

Es sei jetzt N h die Menge aller Paare von der Hohe A. Sie 

ist endlich. Die Menge der Mengen N h ist, wie der Index zeigt, 

abzählbar. Die Menge aller Elemente der Mengen N h ist aber 

,mit der Menge M identisch, also ist M nach Satz XV abzahlbar. 

Die bereits erwähnte geometrische Interpretation erhält wm.^ 
wenn man die beiden Indices nach den Methoden der analytischen 
Geometrie als Abscisse und Ordinate auf zwei Axen, am ein- 
fachsten rechtwinkligen, aufträgt. Li der Figur sind zudem die 
Einheiten auf beiden Axen gleich groß gewählt. Man erhält für 
die ersten Indices die Teilpunkte 1, 2, 3, etc. auf der horizon- 
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nach oben errichtet werden. Den zweiten 

die Punkte der vertikalen Axe mit den auf 

ichteten Loten. Der Schnitt zweier Lote wird 

beiden Indices der Lote zugeordnet. Jedes 

talen Axe enthält die Punkte, die einer der 

Die Lote selbst bilden ersichtlich eine 

sich die Schnittpunkte markiert und die Lote 
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^stellt die als Punktgitter bezeichnete Figur, deren 
^w~i:r nachgewiesen haben. Fassen wir in ihr die 
ten, die Indicespaaren von gleicher Höhe entsprechen, 

so erhalten wir die in der nächsten Figur 
eingetragenen Diagonalen, die sich durch 
die vertikalen und horizontalen Verbin- 
dungsstücke in einen einzigen Linienzug 
vereinigen lassen, der jeden Gitterpunkt 
treffen maß. Diesem Linienzag ent- 
ÄÄ^^^^, spricht eine Anordnung aller Indices- 

^** > ^ e> paare von gleicher Höhe, bei der alle 

- • her gerader Höhe nach dem vorderen, alle von 

' ad r n&ch & em ^ nteren I n ^ ex geordnet sind. Na- 

n och andere Ordnungen, die aber geometrisch 

Vj aussehen; umgekehrt gibt es geometrisch ele- 
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gante Ordnungen, die abstrakt schwie- 
o- riger zu beschreiben sind, z. B. die fol- 

l gende: (1,1), (2,1), (2,2), (1,2), (1-3), 

t (2,3), (3,3), (3,2), (3,1), (4,1), (4,2), 

t (4,3), (4,4), (3,4), (2,4), (1,4), (1,5), 

£ (2,5), (3,5), (4,5), (5,5), (6,4), (5,3), 

| (6,2), (5,1), (6,1), (6,2) etc. 

Auf diesem Wege gelangt man zu einer 
hübschen Abzahlung der rationalen Zahlen. Jede rationale Zahl wird 
in einfachster Weise als Brach a : b zweier teilerfremder Zahlen 
dargestellt. Ben beiden Zahlen a, b entspricht ein Punkt des 
Gitters, and jedem Gitterpunkfc , dessen Indices (Koordinaten) 

teilerfremd sind, entspricht eine 
oooooooooo r 

°°o°o °°o o o°o°o o rationale Zahl in ihrer Normal- 
oooooooooooo^ooooo Stellung. Damit werden die 

oooooooooo oooooooo ,, , „ V1 „ ,. , 

oo oooo oo rationalen Zahlen auf die neben- 
oo oo oo oo oo oo o 

3oooSo°o§oSoS SoSoo stehend dargestellte Teilmenge des 
oooo°oooo oooo oooo PunktgitterB abgebildet und nach 
oo°oo So oo oo oo o dem Höhenverfahren in eine Reihe 
ooooooooooooooooooo gebracht, die so beginnt: 1, A. 2 
8, l, i, l S, 4, 6, J, i, }, i, J, f, 
6, 7, i, h h i, h t, i, i, 8, 9 . . . 

Die Figur des Pnnktgitters enthält auch die Anordnung der 
rationalen Zahlen nach ihrer natürlichen Große. Zieht man näm- 
lich von dem Schnittpunkt der Axen aus Strahlen nach den 
Gitterpunhten , so ordnen sich diese nach demselben Gesetz , wie 
die rationalen Zahlen: liegt von drei Rationalzahlen a,b, c der 
Größe nach b zwischen a und c, so liegt auch der b entsprechende 
Scheitelstrahl zwischen den zn a und c gehörigen. — 

Aus Satz ZVII folgt nun unmittelbar, daß auch die Menge 
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aller Indicestripel («,0,y) abzahlbar ist; denn zunächst ist 
die Menge aller Tripel mit gleichem vorderem Index a abzählbar, 
da jedes Element in ihr durch das Paar (ß, y) eindeutig charak- 
terisiert ist. Die Menge aller Mengen M a von gleichem vorderen 
Index a ist aber ersichtlich selbst abzählbar, wonach aus XVII 
die Abzählbarkeit aller Tripel folgt. Den Indextripeln entspricht 
geometrisch ein räumliches Punktgitter. 

Durch Schluß von n auf (n + 1) beweisen wir weiter, daß 
jede Menge abzählbar ist , in der jedes Element durch n Indizes 
aus der Reihe der ganzen Zahlen eindeutig charakterisiert ist. 
Von da aus endlich folgt, daß eine Menge M auch dann abzählbar 
ist, wenn jedes Element durch eine endliche, aber an sich beliebig 
große Zahl von Indices bestimmt wird. Denn eine solche Menge 
zerfällt in die Teilmengen if l} M t1 M 9J . . . M hJ . . ., von denen 
M t alle Elemente mit einem, M t mit zweien, M k mit k Indices 
enthält. Jede dieser Mengen ist abzählbar, die Reihe M l} M t1 ... 
selbst auch, woraus die Abzählbarkeit von M folgt. Dieses letzte 
Resultat zeigt wiederum die Abzählbarkeit aller algebraischen 
Zahlen, von denen jede durch die n + 2 Indices a , a n a t , . . . a n} k 
charakterisiert ist, wobei n endlich, aber keiner oberen Schranke 
unterworfen ist 1 . 

§ 80. Die speziellen hier angefahrten Beispiele der ratio- 
nalen, dezimalen und algebraischen Zahlen sind bekannt dafür, 
daß sie einen völlig überraschenden Eindruck bei jedem hervor- 
rufen, der sie zum ersten Male kennen lernt. Das Überraschende 
liegt darin, daß zwischen zwei beliebigen rationalen Zahlen stets 

1 Daß hierbei auch negative Indizes auftreten, ist belanglos, da auch die 

Reihe der positiven and negativen ganzen Zahlen wie folgt abzahlbar ist : 

0, 1, — 1, 2, — 2, 3, — 8, . . . k, — k t k + 1 . . . etc. 
Afckaaihnfftn der FriM'sehni Setale. L Bd. 36 










»0 






iSS» 



*£$*> 



Ae ^ V* <t ***V«^ 
l ***^& \~c*& Tri*'?*** ^ <otv ** 


















** 



4& 



&* 



ot 



fc» 



asp^T a* 



, ** *-l**L * 




*fr ^ ^«^ 




**SL *<1 ** v t^ ** Ja*«* ^ ^ !£> * - 






&* v*^: -**><>* 



^ 



^j^ 



e\J* 



a&« 



— **<^ *f^** n **** 













^(01 



rfo«* 



*»' 



»® 



dxt 



#*\*o 



; ^ 



a»s» * 






«t«^ 












^*^ » ?t^t> *^«^v** 



tf» 






§ 20. _ 521 — 

zerlegen, von denen G k alle Zahlen enthält, die genau k Prim- 
faktoren enthalten. G t enthält alle Primzahlen. 16 = 2 4 gehört 
nach (? 4 , 27 = 3 8 nach G„ ebenso 30 = 2.3 . 5 etc. 

G k können wir wieder in abzählbar viele Mengen G hl , G M , 
G hft zerlegen, von denen G kl alle Zahlen enthält, deren kleinster 
Faktor 2, G n alle deren kleinster Faktor 3 ist, G n alle mit 5 
als kleinstem Faktor etc. Jede dieser Mengen kann wieder nach 
dem kleinsten zweiten Faktor gespalten werden u. s. f. Bei 
solchem Verfahren wird G in unendlich viele Mengen abzahlbarer 
Mengen gespalten, die wieder der verschiedensten Anordnungen 
fähig sind. Trotzdem bleibt natürlich die Mächtigkeit stets die 
gleiche. 

Es gibt auch Mengen, denen eine natürliche Ordnung von 
Hause aus gar nicht zukommt. So z. B. Mengen von Funktionen. 
Besteht zwischen x und y eine algebraische Gleichung mit ganz- 
zahligen Koeffizienten, so heißt y eine rein -algebraische Funktion 
von #. Dem Laien wird kaum eine Methode bekannt sein, Funk- 
tionen zu ordnen, da sie keine Großen, vielmehr Beziehungen zwi- 
schen veränderlichen GrSßen darstellen. Trotzdem ist die Menge 
aller rein-algebraischen Funktionen abzählbar, also in eine Reihe 
zu ordnen. 

Ob daher durch Äquivalenzen Ordnungen zerstört oder 
geschaffen werden, ist für die Mächtigkeitsbetrachtungen selbst 
völlig belanglos. Daß sich uns die Ordnungsverwandlungen auf- 
drängen, liegt daran, daß gewisse Mengen natürliche Ord- 
nungen besitzen, von deren Betrachtung wir uns nicht völlig los- 
lösen können. Die Bedeutung der natürlichen Ordnungen wird 
von der Mengenlehre keineswegs unterschätzt, nur gehört sie in 
ein anderes Kapitel als in das der Mächtigkeiten. Wenn hier 
trotzdem darauf eingegangen wurde, geschah es, um denjenigen 

36* 
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Lesern, die zum ersten Haie mengentheoretische Betrachtungen 
in die Hand nehmen, über das instinktive Gerahl der Befremdung 
hinau8znhelfen, das die Umordnnng der rationalen nnd algebrai- 
schen Zahlen hervorzurufen pflegt. 



vn. 

Der Äquivalenzsatz. 

§ 21. Die allgemeine Bedeutung des Aquivalenzsatzes nnd seine 
zweifache Fassung sind bereits im vierten Kapitel besprochen 
worden. Für die Mächtigkeit der Mengen ist der Satz zuerst and 
nahezu gleichzeitig von Schröder und Bernstein bewiesen 
worden. Der Sehr öd ergehe Beweis arbeitet mit Logikkalkul 
und ist nur in einer Skizze veröffentlicht. Ich gebe daher den 
Bernstein' sehen Beweis für die engere Fassung mit einigen 
Abänderungen wieder. 

Angenommen ist, daß die Menge A eine Teilmenge A x nnd 
diese wieder eine Teilmenge A t besitze; diese Teile sollen eigent- 
liche sein, da sonst der Satz trivial ist. A t sei zu A äquivalent, 
d. h. es existiere eine Zuordnung tp, welche jedem Element a in A. 
ein Element <p(a) von A t umkehrbar eindeutig zuordnet, so daß 
tp(a) jedes Element von A t darstellen kann, also die inverse Zu- 
ordnung 7j> jedem Element a t von A % ein Element g> (aj von A zu- 
ordnet. Der Äquivalenzsatz behauptet die Existenz einer Zuordnung 
i>, welche jedem Element a von A ein Element 4>(a) von A x zu- 
ordnet, so daß zu jedem Element a x von A x auch ein Element 
9( a i) von <4 gehört. 

Zum Beweise bilden wir ein komplementäres System von fünf 
Teilmengen B l} B t , B 9 , B € , B t w A. Es sei B x = A — A lf 
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, - ^,-^, so daß zunächst B t , 2? f , A t ein komplementäres 

Btem von A bilden. A % zerlegen wir nun folgendermaßen : 
Es sei x ein Element in B t , so ist <p(z) ein Element in A tf 
jedes Element g>(a) in A % ist Wir rechnen <p(z) = z tf 

r J = x %> <P(pc%) = ^t> ••• *>(*») = ^Wi etc. zu einer Teilmenge 
von A+. 

Es sei ferner y ein Element in B % so rechnen wir die Elemente 

= Vx 7 9>(y%) = y» > • • • 9>W = V M *- s. f. zu einer Teilmenge 
on A 9 . 

Ist * irgend ein Element in A t1 so hat g>(*) einen Sinn und 

itet entweder ein Element von B x oder von B t oder von A . ' 

vten Fall ist * als Element von B M , im zweiten von B A defi- J 

Im dritten Falle hat <pOp(i)) = ^fc) = * t wieder einen 
and ist auch 9 in A^ f so existiert weiterhin ?(*,) = I,; 
ein muß fHr jedes Element * in A t einer der beiden Fälle 
en ; die Reihe xr, 5, , 5, , i % , . . . (9 (5J = 5 ft+1 ) bricht ab, oder 
cht nicht ah- Im letzteren Falle rechnen wir z zu der 
jf m Bricht die Reihe ab, so hat sie ein letztes Element 
I es ist J5 Ä nicht in A %} da es sonst noch ein Element 
= /jj gäbe. Daher ist 5. entweder in 5, und * = ?*(*.), 
h Definition von I? t in B % , oder es ist e k in -B t und daher 

finition * vel b a- 

-mit haben wir zunächst gezeigt, daß unsere Disjunktion 

t voll&tän&USt al8 ° *** bis ^ ein komplementäres System 

Hf Aniren ^ bis B 4 existieren sicher. Ob es Elemente 

, -n gehören, steht nicht fest, ist aber auch belanglos. 

hr defiöi« roxl wir die gesuchte Zuordnung 0: 



eixi 

ein 



Element in B t , B 4 oder B B , so sei i>(z) = z. 
£le]n ent in J? t oder B 9 , so sei #(*) « <p(z). 
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Diese Zuordnung ist eindeutig, weil die Identität wie auch 
g> eindeutig sind und x nur unter 1 oder nur unter 2 fallen kann* 
Da es unter einen von beiden Fällen zu finden sein muß, ist auch 
i>(x) für jedes x in A definiert. 

rl>(x) ist stets in A x . Denn ist x in JB,, B € oder B 6 , so ist 
auch tl>(z) = x in 2? t> JB # oder JB B , also in 1,. Ist x in 2? & oder 
B t) so ist V(*0 = <p( x )i <p( x ) ft ber nach Definition in -4,, also a 
fortiori in A t . Außerdem ist in diesem Fall <p(x) speziell in 2?,, 
woraus hervorgeht: Fällt y unter 1, x unter 2, so ist V(j/) von 
V>(#) sicher verschieden. 

Daraus folgt sofort die Umkehrbarkeit: Denn tf>(x) = #(y) 
ist nur möglich, wenn #, y beide unter 1 oder beide unter 2 fallen. 
Im ersten Falle folgt aus der Definition von ip: x = y, im zweiten 
<p(x) = <jp(t/), und daraus wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit 
von 9 wiederum x = y. 

Somit ist nur noch zu zeigen, daß auch jedem Element z in 
A x ein Element x durch f(x) = z zugeordnet wird. Nun ist e 
entweder in B % oder B t oder I? 4 oder in 2? 6 ; ist es in J8 t , JJ 
oder 2? 6 , so ist ^(*) = *; ist z in i? f , so ist es in A t} also gibt 
es ein x, für das <p(x) = z. Es ist aber x nach Definition von 
B % entweder in B % selbst oder in B x , also <p(x) = tf> (x), d. h. # (#) = *. 

Hiermit ist gezeigt, daß qf> eine umkehrbar eindeutige Zuordnung 
zwischen den Elementen von A und A x herstellt, d. h. es ißt An* ^ 
was zu beweisen war. 

§ 22. Ein einfaches Beispiel mag die Beweisführung veran- 
schaulichen: Die Menge A t der vielfachen von 4 ist eine Teilmenge 
der geraden Zahlen, diese wieder der ganzen. Die Menge der 
geraden Zahlen heiße A t , die der ganzen A. Die Gleichung y = 4 x 
ordnet jedem Element x von A ein Element y von A x zu, es ist 



§ 22. 23. — 525 — 

also Arsj A t . Gesetzt, wir wüßten die Äquivalenz von A x und A 
nicht herzustellen, (was natürlich durch z = 2x sofort erledigt 
ist), so würde der Aquivalenzsatz zu folgendem Verfahren anleiten : 
A x ist die Menge der geraden, also B x die der ungeraden Zahlen 
2i — 1. A t ist die Menge der geraden Vielfachen von 2, A x die 
aller Vielfachen von 2, also B t die Menge der ungeraden vielfachen 
von 2, 2(2% — 1). Um endlich A t zu zerlegen, haben wir aus y 

rückwärts ä = -|zu bestimmen. Ist x noch in A t1 also weiter 

durch 4 teilbar, so ist x : 4 = y : 16 zu ermitteln u. s. f. Die Reihe 
der Zahlen y : 4" bricht sicher ab, es gibt also zunächst keine Menge 
B 5 . Ist die letzte z der Zahlen y : 4" ungerade, also in B x , so rechnet 
y = 4"(2& — 1) zu B t . Ist dagegen * gerade , so ist es nur noch 
durch 2, nicht mehr durch 4 teilbar, also y = 4* . 2 (2k — 1) ; diese 
Zahl rechnet zu 2? 4 , weil 2(2& — 1) zu 2?, rechnet. 
Die gesuchte Zuordnung ist daher die folgende: 

1. Ist* von einer der Formen 2(2fc-l) oder 4" . 2 (2* - 1), 
so setze man 4>(#) = x. 

2. Ist x von einer der Formen (2i — 1) oder 4*. (2* — 1), 
so setze man 4>(x) = 4x. 

Die Zuordnung ist nicht kompliziert, immerhin aber weniger 
einfach, als die Zuordnung %(x) = 2x. Sie sieht schematisch 
so aus: 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13,... 

4, 2, 12, 16, 20, 6, 28, 8, 36, 10, 44, 48, 52,... 
und ordnet offenbar die geraden Zahlen nicht nach ihrer Große. 

§ 23. Eine der wichtigsten Folgerungen aus dem Äquivalenz- 
satz ist die folgende: 
XVJUUL. Die Mächtigkeit einer transfiniten Menge 
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ändert sich nicht, wenn man ein Element 
hinzufügt. 

Ist M transfinit, so ist Mr* M x und M— M x enthalt mindestens 
ein Element m. Es ist aber M—m eine Teilmenge von M und M t 
wieder eine Teilmenge von M—m, denn jedes Element von M t ist 
in M, aber von m verschieden, also auch in M — m enthalteil. 
Nach dem Aquivalenzsatz ist daher auch Mr^M—m. 

Es sei nun (M } u) die Menge, die durch Hinzufugen eines nicht 
in M enthaltenen Elementes u aus M entsteht. Wir besitzen eine 
Zuordnung #, die jedem Element von M — m ein Element von M 
eindeutig zuordnet. Setzen wir noch #(m) = u, so haben wir 
die Elemente von M und (M, u) einander umkehrbar eindeutig 
zugeordnet, was zu beweisen war. 

Der Satz folgt auch leicht aus XIV ; M besitzt eine abzahl- 
bare Teilmenge * x , z t , *,,..., ihr füge man a Q = u zu und ordne 
jedes Element * h seinem folgenden zu. — Analog beweist man, daß 
durch Hinzufügen einer abzahlbaren Menge die Mächtigkeit keiner 
transfiniten Menge geändert wird. — 



vnx 

Die Existenz verschiedener Mächtigkeiten. 

§ 24. Im folgenden werden wir zwei Methoden angeben, am 
aus einer Menge M eine neue M von folgender Eigenschaft her- 
zustellen : 

(1) M ist zu M nicht äquivalent. 

(2) M ist einer Teilmenge von M äquivalent. 

Aus (2) folgt, daß zwischen M und M weder die Beziehung 
(A) noch M < M bestehen kann. Aber auch (A) ist ausgeschlossen 
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Element von M genannt, wenn es eine Teilmenge 



f 



«cli dem Äqnivalenzsatz aas ihr M n* M im Widersprach mit 
rigen würde. Es ist also M eine Menge von größerer Mächtig- 

üsM 

er Beweis der Beziehung (1) wird sich stets auf folgenden 

Hitzen ; 

feäe zu M äquivalente Teilmenge von M ist 

ine eigentliche Teilmenge von M; sie defi- 

lert nämlich ein in ihr nicht enthaltenes 

'ement von M. Ij 

1 nicht eine eigentliche Teilmenge von sich selbst sein jf; 

t daraus (1). 

ienge M definieren wir zunächst durch folgende ^ 



■ 

I 



Elemente von Jf auch als Teilmengen von M v 

ist jedenfalls die Beziehung (2) klargestellt. 
4 eine Teilmenge von M und N n* M f so ist jedem 
jif Bin Element « von N zugeordnet. Da u eine ['" 

jt£ iat , kann a in a enthalten sein. Wir nennen | |t 

tlement von M . Ist dagegen a nicht in « enthalten, 
©in y-Element. Jedes Element von M ist ent- 
)jr ^-Element and nur eins von beiden. 
>Oi£tb sich leicht der Fall, daß gar keine y-Elemente 
Ete »j>Altet sich in zwei TJnterfiüle : Erstens kann 
M eine Teilmenge sein, die nur ein Element 
a d dann p, q zwei Elemente von Jf, so ist (p, q) 
die nicht in N vorkommt. Zweitens finde 

von N eine aus mehreren Elementen V 

von M. Sie ist einem Element a f 



i. 
i 

!• 
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zugeordnet and a ist eine Teilmenge von üf, die in N nicht vor- 
kommt; denn da sie nnr ein Element a enthält, müßte sie diesem 
zugeordnet sein, a ist aber schon vergeben. 

Zu einem der originellsten Schlüsse, den wir unter den Para- 
doxieen wieder antreffen werden, gibt jetzt der zweite Fall An- 
aß; Angenommen, es existieren ^-Elemente, dann kann die Teil- 
menge Y von M 9 welche aus diesen ^-Elementen und nur diesen 
besteht, nicht in N enthalten sein. 

Wäre dies nämlich der Fall, so wäre ihr ein Element s in A 
zugeordnet. Wäre z ein ^-Element, so hieße dies nach der Defi- 
nition der ^-Elemente, daß es in der zu z gehörigen Teilmenge Y 
nicht enthalten sei. Nach der Definition von Y dagegen müßte 
es in ihr enthalten sein. Wäre andererseits z ein ^-Element, so 
hieße dies nach der Definition der ^-Elemente, daß es in der zu 
a gehörigen Menge Y enthalten sei, woraus aber nach der Defi- 
nition der Menge Y folgen würde, daß es ein y-, also kein ^-Ele- 
ment wäre. 

Also kann Y kein Element in N sein, womit (3) erwiesen ist. 

§ 25. Zu einer zweiten Menge M gelangen wir durch die all- 
gemeine Ausbildung des Funktionsbegriffes. Sei ein Gesetz ge- 
geben, welches jedem Element x einer Teilmenge M l von M ein 
Element y von M zuordnet, so nennen wir dieses Gesetz eine 
„Funktion <p in M a und schreiben y = q>(x). Daß es wirklich 
Funktionen gibt, beweisen folgende Spezialfälle: <p(x) = x\ 
<p(x) = a, worin a ein bestimmtes Element von M ist; oder 
<p(x) = a für jedes von a verschiedene x, <p(a) = b, worin b ein 
weiteres bestimmtes Element in M ist. 

Ist M x eine eigentliche Teilmenge von M t so wollen wir <p 
eine „unvollständige" Funktion nennen. Ist z ein Element in M } 
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aber nicht in M \ , so ist <p (*) unbestimmt, was darch die Gleichung 
q>(t) 8=3 u aasgedrückt sei; u darf natürlich nicht als Zeichen für 
ein Element in M gebraucht sein. Li diesem Sinne wäre z. B. 
V« im Gebiet der reellen Zahlen nur für positive x definiert, also 
unvollständig; im Gebiet der ganzen Zahlen wäre es nur für die 
Menge der Qoadratzahlen definiert. — Eine Funktion, die für 
alle Elemente von M definiert ist, soll dementsprechend „voll- 
ständig 8 heißen. 

Zwei Funktionen heißen gleich, wenn sie jedem Element von 
M das gleiche Element zuordnen und für dieselben Elemente un- 
bestimmt sind; d. h. es muß für jedes x in M q>(x) = rp(x) sein. 
Zwei Funktionen sind daher verschieden, wenn für irgend ein 
spezielles Element a (p(a) von #(a) verschieden ist. 

Zwei Funktionen heißen dagegen „total verschieden, tt wenn 
für jedes x in M <p{x) von i>(x) verschieden ist. Zu jeder Funk- 
tion <p(x) lassen sich auf die mannigfachste Weise total verschie- 
dene Funktionen angeben. Seien z. B. a und b zwei nicht iden- 
tische Elemente in M\ wir setzen i>(x) = a, wenn <p(x) von a 
verschieden ist, und i> (x) = b, wenn <p(x) = a ist. Dann sind q> 
und i> total verschieden. 

Die Menge * aller Funktionen in M genügt jedenfalls 
der Forderung (2), denn ich kann dem Element a die durch 
<p(x) = a definierte Funktion umkehrbar eindeutig zuordnen. 

Zweitens ist auch (1) erfüllt, denn ich kann einer Teilmenge 
M % von M eine Funktion <p (x) umkehrbar eindeutig durch folgende 
Festsetzung zuordnen: Sei <p(x) = a für alle x in Jf lf <p(x) = b 
für alle nicht in M i enthaltenen x von M 9 wobei a und b nicht 
identische Elemente in M seien. Da somit eirie Teilmenge aller 
Funktionen äquivalent der zuerst definierten Menge M aller Teil- 
mengen von M ist, kann die Menge # aller Funktionen in M 
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nicht zu M äquivalent sein. Denn dann wäre M einer Teil- 
menge von M äquivalent, woraus wegen (2) nach dem Aquiva- 

lenzsatz gegen (1) M r>j M folgen müßte. 

Man kann nur die Nichtäquivalenz von $ und M auch ohne 
den Umweg über M direkt durch Satz (3) beweisen. Sei F 
eine zu M äquivalente Teilmenge von 0, dann ist jedem Element 
a in M eine Funktion zugeordnet, die wir mit q> a (x) bezeichnen. 
Danach definieren wir eine Funktion 9(x) durch die Festsetzung 
d(x) = <p m (x) und bilden weiter eine von d total verschiedene 
Funktion 1>(x). Dann kann ${x) in F nicht vorkommen, denn 
wäre 1>(x) = ip m {x\ so wäre 1>{a) = <p.(a) = d(a) gegen die De- 
finition von 1>. 

Dieses elegante Schlußverfahren, dessen praktische Bedeutung 
ungleich großer ist, als die des Verfahrens in § 23, bezeichnet 
man als das „Diagonalverfahren 11 oder den „Diagonalschluß. tf 
Lassen sich nämlich, wie dies bei abzählbaren Mengen der Fall 
ist, die Elemente von M in eine Reihe bringen, so gilt das gleiche 
von den Funktionen in F, und man erhält eine quadratische Ta- 
belle, in der 8{x) durch die Diagonale repräsentiert wird, wie es 
das folgende Schema andeutet: 
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Zu beachten ist noch, daß bei unserer Definition von tf> diese 



§ 25. 26. — 631 — 

Funktion eine vollständige Funktion ist. Infolgedessen ist 
nicht nur die Menge 9 aller Funktionen in M überhaupt, sondern 
schon die Menge aller vollständigen Funktionen in M 
von größerer Mächtigkeit als M. 



IX. 
Niöhtabz&hlbare Mengen. 

§ 26. Jede rationale Zahl r zwischen und 1 läßt sich auf 
eine und nur eine Weise in einen endlichen Kettenbruch mit ganz- 
zahligen Nennern a l a t . t ..a u 

entwickeln. Wir schreiben abkfirzungsweise 

r = [a v a v a„....aj. 

Die Indices zeigen sogleich, daß r eine unvollständige Funktion 
in der Menge © der ganzen Zahlen definiert. Die Teilmenge M x , 
zu der diese Funktion Elemente zuordnet, besteht aus den ganzen 
Zahlen unterhalb n + 1. 

Jede Irrationalzahl s zwischen und 1 läßt sich in einen und 
nur einen unendlichen Kettenbruch von gleicher Form entwickeln, 
und jeder unendliche Kettenbruch mit ganzzahligen Nennern, 
(dessen Zähler alle gleich 1 sind), definiert eine und nur eine Irra- 
tionalzahl: 

8 = [a lf a t , o f , a 4 . .,£!„, ]. 

Hieraus geht sofort hervor, daß die vollständigen Funktionen in 
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® den Irrationalzahlen zwischen und 1 eindeutig zugeordnet 
sind und umgekehrt. Also hat die Menge aller Irrational- 
zahlen zwischen and 1 größere Mächtigkeit als ®, 
sie ist nicht abzählbar. 

§ 27. Da die Menge aller algebraischen Zahlen abzählbar ist, 
ist insbesondere diejenige ihrer Teilmengen abzählbar, welche aus 
allen algebraischen Irrationalzahlen zwischen und 1 besteht. Es 
gibt also zwischen und 1 Irrationalzahlen, die nicht algebraisch 
sind, und das Diagonalverfahren definiert faktisch solche Zahlen 
in beliebiger Anzahl. 

Nicht-algebraische Zahlen heißen transzendent. Bekannt ist 
insbesondere die Transzendenz von e und ar. Aber schon 1861 
konstruierte Liouville transzendente Zahlen, um die Möglichkeit 
der Transzendenz nachzuweisen. Diese Zahlen sind, wie e und *, 
einfacher definiert, als die durch das Diagonalverfahren beschrie- 
benen Transzendenten, Aber der Nachweis ihrer Transzendenz 
ist, was die Einfachheit der mathematischen Hülfsmittel betrifft, 
nicht entfernt mit dem Diagonalverfahren zu vergleichen. Dabei 
ist zu bedenken, daß unsere Darstellung infolge der absichtlichen 
Voranstellung allgemeiner Gesichtspunkte keineswegs diejenige 
Übersicht besitzt, die dem Diagonalverfahren durch ein ad hoc 
verfaßtes Referat gegeben werden könnte. 

§ 28. Die Menge aller reellen Zahlen, der positiven, nega- 
tiven, ganzen, gebrochenen und irrationalen, wird als das Konti- 
nuum * bezeichnet. Da die Menge der Irrationalen zwischen und 



1 Spezieller noch als das „Linearkontintram." 
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eine Teilmenge des Kontinuums ist, folgt die Nichtabzählbarkeit 
es Kontinuums selbst. Es ist von höherer Mächtigkeit ab &. 

Das Kontinuum enthält nicht-abzählbare Teilmengen, z. B. 
e in § 26 benutzte. Von allen diesen, soweit man sie bisher 
{ersucht bat, hat sich nachweisen lassen, daß sie dem Konti- 
am ägnivalent sind. Georg Cantor hat daher bereits 1877 die 
rmutung ausgesprochen, daß die Mächtigkeit des Kontinuums 
nac&stgroßere nach der von ® sei. Doch ist bis heute ein 
r eis für diesen Satz oder sein Gegenteil nicht erbracht worden; 
»gen haben mehrere Fehlversuche das Interesse der Mathema- 

* an dem schwierigen Gegenstand mehr und mehr belebt, so 
dos Kontinuumproblem eine der „aktuellsten Fragen ge- 
en ist. Man kann es mit den bis hier entwickelten Hülfs- 
ln so formulieren: 

Es soll entweder eine Teilmenge des Kontinuums 
geben werden, die von geringerer Mächtigkeit 
9,8 Kon. tinuum, von größerer als die abzählbare 
b ist oder es soll bewiesen werden, daß es eine 

* Teilmenge nicht gibt." 

Kontinuum äquivalent ist offenbar die Menge aller 
Gher»den. Dies führt auf die Frage nach der Mäch- 
7"^* jLf eX2 cr& aller Punkte der Ebene, des dreidimensionalen 

♦»-climensionalen Raumes. Man erhält das Resultat, 
Mengen» sogar die der Punkte eines Raumes von 
& SJicfa vielen Dimensionen, die Mächtigkeit des Kon- 

in analoger Weise läßt sich beweisen, daß die 
v 4 & e n Funktionen von der Mächtigkeit des Kon- 



^5Tfc>o*Txaschend 



Wählbarkeit der rationalen Zahlen, weil offenbar 
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die Anordnung der Punkte eines Raumes durch die Zuordnung in 
das Kontimmm völlig zerstört wird, wahrend umgekehrt die Menge 
der stetigen Funktionen eine Ordnung erhalt, die ihr nach der ur- 
sprunglichen Definition nicht zukommt. 

Läßt man die Beschränkung der Stetigkeit fallen und be- 
trachtet die Menge aller Funktionen im gewöhnlichen Sinne des 
Wortes überhaupt, so ist diese keine andere, als die Menge aller 
zum Kontinuum gehörigen Funktionen, also nach § 25 von 
größerer Mächtigkeit, als das Kontinuum. — 

Hiermit sind drei Mengen aufgewiesen, die schon lange vor 
Schöpfung der Mengenlehre Gegenstand mathematischer Arbeit 
waren: die Menge der ganzen Zahlen, der reellen Zahlen und der 
Funktionen. Sie sind nicht erst zu dem Zweck konstruiert, die 
Möglichkeit verschiedener Mächtigkeiten darzutun, vielmehr boten 
sie sogleich der Mengenlehre einen fruchtbaren Anknüpfungspunkt 
an vorhandene Arbeitsgebiete. Für den Zweck des vorliegenden 
Referates, das sich nicht an Fachmathematiker allein wendet, 
dürfte es genügen, die prinzipielle Möglichkeit verschiedener 
Mächtigkeiten und die Brauchbarkeit dieser Begriffsbildung an 
den einfachsten Beispielen dargetan zu haben. 



Dritter Teil 



Ähnlichkeit, Abschnitt und Ordnungstypns. 

X. 

Geordnete Mengen. 

§ 30. Es war bereits früher auf den sonderbaren Eindruck 
hingewiesen, den die Abzählbarkeit dichter Mengen, wie der der 
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Rationalzahlen, hervorruft. Er beruht darauf, daß die natürliche 
Ordnung der Rationalzahlen durch die Zuordnung zu den ganzen 
Zahlen zerstört wird. Indem wir nun in den weiteren Aus- 
führungen die Ordnung berücksichtigen, gelangen wir zu einer 
neuen Art der Vergleichung, die enger ist als die Äquivalenz, 
zugleich aber nur noch geordnete Mengen in den Kreis ihrer 
Betrachtungen zieht» 

Wir nennen eine Menge geordnet, und zwar linear geordnet, 
wenn zwischen jedem Paar von einander verschiedener Elemente 
eine Beziehung besteht, die den Postulaten Ic bis lue genügt 1 . 
Wir wollen aber die Worte und Zeichen für diese Beziehung 
anders wählen, als bisher, um Verwechslungen mit der Ordnung 
der Mächtigkeiten zu verhindern. Für < und > setzen wir 
-< und >- und sprechen diese Zeichen durch die Worte „vor" und 
„nach" aus. Da wir nur linear geordnete Mengen betrachten, kann 
der Zusatz „linear" wegbleiben. Er dient zur Unterscheidung von 
der planaren und räumlichen Ordnung, die wir bei den ebenen 
und räumlichen Punktmengen vorfinden. 

Ein und dieselbe Menge kann natürlich verschieden geordnet 
werden; wir haben bereits drei Ordnungen der Menge der ratio- 
nalen Zahlen kennen gelernt. Doch existiert bei allen speziellen 
Beispielen eine natürliche Ordnung der Menge, sofern überhaupt 
eine existiert. Dies nehmen wir im folgenden als Grundlage: 
Jede betrachtete Menge sei auf eine ganz bestimmte Art geordnet, 
und nur diese eine Art werde in den Kreis unserer Betrachtungen 
gezogen. Insbesondere ist bei den Mengen von Zahlen stets die 
Ordnung nach der Größe als die natürliche anzusehen. 

1 Unserem Bestreben, die Ordnung auf Teilung and Vergleichung zurückzu- 
führen, entspräche es, auch hier von Teüungs- und nicht von Ordnungspostulaten 
auszugehen. Doch würde dadurch die Entwicklung unnötig umständlich gestaltet 
Wir werden sie aber im achtundzwanzigten Kapitel nochmals aufnehmen. 

Abhandlungen der Friee'schen Schule. I. Bd. 37 
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§ 31. Danach definieren wir folgendes Vergleichungsprinzip: 
XIX. Zwei geordnete Mengen M und JTheißen „ähnlich", 
M™N, wenn eine umkehrbar eindeutige Bezie- 
hung tp von folgender Art existiert: Sind a, b zwei 
Elemente in M, p t q die ihnen entsprechenden in 
N t und ist a -< 6, so ist p -< q. 
Bei einer ähnlichen Zuordnung folgt also nicht nur a = b 
aus q> (a) = q> (b) und umgekehrt, sondern auch a-<b aus q> (a) -< xp (b) 
und umgekehrt. Die Ähnlichkeit genügt den Postulaten Ib bis IQb, 
ist also eine Yergleichung. Sie ist ferner ein Spezialfall der mengen- 
theoretischen Äquivalenz, also sind ähnliche Mengen äquivalent. 
Die Umkehrung dieses Satzes ist nicht gestattet : die äquivalenten 
Mengen der ganzen und der rationalen Zahlen z. B. sind nicht 
ähnlich. 

Von zwei äquivalenten Mengen sagten wir, sie seien von 
gleicher Mächtigkeit. Von zwei ähnlichen Mengen sagen wir, sie 
besitzen gleichen Ordnungstypus. Insbesondere nennt man o 
den Ordnungstypus der Menge der ganzen positiven Zahlen, ö den 
Ordnungstypus der der ganzen negativen Zahlen. Für beide Typen 
ist charakteristisch, daß zwischen zwei Elementen a . und b nur 
endlich viele Elemente stehen. Für cd ist weiterhin charakteristisch, 
daß er ein erstes Element enthält, nämlich 1. Ein „ erstes Ele- 
ment" e ist eines, das zu jedem anderen, r, in der Beziehung 
e~<x steht. Umgekehrt steht ein „letztes" Element l zu jedem 
andern in der Beziehung x~<l. Es kann in einer geordneten 
Menge nur ein erstes, ebenso nur ein letztes Element geben. Für 
& ist die Existenz eines letzten Elementes (—1) charakteristisch. 
a> und ö sind also sicher nicht ähnlich. — Es gibt Menden die 
Teilmengen von beiden Typen enthalten; z. B. finden sich in der 
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Menge der rationalen Zahlen die Teilmengen 1, 2, 4, 8, . . . 2" . . . 
and 1, £, £, J, . . . (£)* . . . . ; die erste ist vom Typ a>, die zweite 
vom Typ ä. 

§ 32. Wenn wir zur Ähnlichkeit eine Teilung hinzunehmen, 
die mit ihr zusammen dem Postulat IV genügt, so können wir 
wieder bis zur Disjunktion VELI und dem Problem der Trichotomie 
gelangen. Am nächsten liegt es, die Teilung in Teilmengen zu 
verwenden, da sie dem Postulat IV genügt und da jede Teilmenge 
einer geordneten Menge auf Grund desselben Ordnungsprinzips 
selbst eine geordnete Menge ist, also hinsichtlich der Ähnlichkeit 
verglichen werden kann. Doch verliert diese Methode jede Aus- 
sicht auf Erfolg, da die Trichotomie nicht hergestellt werden kann. 
Zwar ist das Problem der Trichotomie auch für die Vergleichung 
der Mächtigkeiten noch ungelöst, aber es ist im höchsten Grad 
wahrscheinlich, daß die Ordnung der Mächtigkeiten trichotom ist. 
Faktisch sind imkomparable Mächtigkeiten bisher nicht bekannt 
geworden. Dagegen können wir sofort zwei inkomparable Ord- 
nungstypen angeben, nämlich o und <ö. Zwischen ihnen besteht 
die Beziehung (A); keiner ist einem Teil des andern ähnlich, weil 
jeder Teil von & ein letztes, jeder von m ein erstes Element ent- 
hält. Also ist weder <d-<ö noch o>-ä, aber es ist auch nicht 

Dieser Schwierigkeit kann nur auf zwei Wegen abgeholfen 

werden; entweder man legt eine andere Teilung zu Grunde, oder 

man schränkt die Ordnung der betrachteten Mengen weiter ein. 

Der erste Weg ist nicht betreten worden, es ist auch nicht zu 

erkennen, welche andere Teilung möglich sein solL Denn eine 

Einschränkung auf besondere Teile, wie sie beim Winkelteilen mit 

Erfolg angewandt wird, ist hier aussichtslos, da ja © überhaupt 

37* 
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keinen zu & ähnlichen Teile enthält and umgekehrt. Wir werden 
daher innerhalb der geordneten Mengen noch eine besondere Klasse, 
die der „wohlgeordneten 8 oder „eutaktischen", her- 
ausheben. Zar Vergleichang der Ordnungstypen solcher Mengen 
ist dann noch eine besondere Art der Teilung von Bedeutung, 
die wir als „Abschneiden" bezeichnen. Sie genagt wie wir 
sehen werden, dem Postulat vom Teil and Ganzen. 



XL 
Wohlordnung. 

§ 33. Wir nennen mit Georg Cantor eine geordnete Menge 
„wohlgeordnet", wenn jede ihrer Teilmengen ein erstes 
Element besitzt. Eine anmittelbare Folge dieser Definition 
ist die, daß auch jede Teilmenge einer wohlgeordneten Menge 
wohlgeordnet ist. Ferner besitzt auch die Menge selbst ein erstes 
Element. Denn in der Teilmenge aller Elemente, die einem Ele- 
ment a vorangehen, muß es ein erstes Element geben, von dem 
man sofort zeigt, daß es jedem Element der ganzen Menge vor- 
angeht. 

Die Definition der Wohlordnung ist eine der fruchtbarsten 
die die Mathematik überhaupt kennt. Aus diesem Grund mag 
von Beispielen wohlgeordneter Mengen zunächst nur ein ein- 
fachstes genannt werden, damit der rein logische Charakter 
der folgenden Schlüsse deutlich zum Ausdruck kommt. Dieses 
einfachste Beispiel ist die Menge © aller ganzen Zahlen. Sie 
ist wohlgeordnet, weil es in jeder Menge ganzer Zahlen stets 
eine kleinste gibt. Eine Menge die nicht wohlgeordnet ist, 
ist die der rationalen Zahlen; denn sie enthält die Teilmenge 
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1j h li h • • • (iY • • •» u* der es ein niederstes Element nicht 
gibt. 

Die Sätze über wohlgeordnete Mengen fließen, wenn man sie 
bis zum Ursprnng zurück verfolgt, aus zwei typischen Anwen- 
dungen der Definition. Die erste besteht in folgendem Satz : 

XX. Eine wohlgeordnete Menge kann nicht auf eine 
Teilmenge derart ähnlich abgebildet werden, 
daß einem ihrer Elemente ein vorangehendes 
entspricht. 

Der Satz nimmt an, daß jedem Element x einer wohlgeord- 
neten Menge ein Element <p(x) der Menge entspricht, und be- 
hauptet, daß <p(x) nicht vor x stehen kann. In der Tat, gäbe es 
Elemente x } für die q>(x)~<x wäre, so gäbe es ein erstes, a, 
unter ihnen. Es wäre <p(a) = b vor a. Da nun q> eine ähnliche 
Zuordnung ist, folgt aus 6-<a auch <p(b) -< <p(a), d. h. <p(b)-<b, 
im Widerspruch zu der Annahme, daß a das erste Element sei, 
für das q>(a) -< a sein soll. 

Die zweite typische Anwendung besteht in folgendem Satz: 

XXI. Es sei M eine wohlgeordnete Menge und S eine 
Menge, die nicht geordnet zu sein braucht. 
Zwischen S und 3/ bestehe folgende Beziehung: 

1) S enthält das erste Element von M. 

2) Enthält S alle Elemente von M y die einem Ele- 
ment x von M vorangehen , so enthält 8 auch das 
Element x selbst. 

Dann enthält S alle Elemente von M. 

Unter allen Elementen von M, die nicht in S enthalten sind, 
müßte es nämlich ein erstes a geben. Dann enthielte aber S alle 
Elemente, die a in M vorangehen, mithin a selbst, gegen die 
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erneute vorangehen, ist durch die erste 



Voraussetzung ai 
M enthalten solL 



34. Der Satz THTf macht bereits von einer charakteristischen 
Teilmenge Gebranch, die wir für jede geordnete Menge definieren 

können: 

Abschnitt einer geordneten Menge M heißt jede 
eigentliche Teilmenge M' von folgender Eigenschaft: 
Ist a in M' nnd 6-<a, so ist anch b in M\ 

Die Teilmenge aller Elemente, die einem gegebenen Element 
z vorangehen, ist ein Abschnitt ; wir werden ihn künftig mit A (x) 
bezeichnen nnd sagen, er sei von x erzengt. Ein solcher, von 
einem Element erzeugter Abschnitt steht in folgender Beziehung 
zn dem erzengenden Element: 

1) Ist a -< x, so ist a in A (x) nnd umgekehrt. 

2) Ist b >~ a für alle Elemente ci von A(x), so ist b mit x 
identisch oder b>- x und umgekehrt. 

Enthalt A(x) ein letztes Element p, so gibt es zwischen x 
xmAp kein Element; x ist das auf p unmittelbar folgende Element. 
Enthält A(x) kein letztes Element, so nennt man x den Limes 
von A(x), da die beiden Beziehungen 1), 2) gerade die charak- 
teristischen Eigenschaften des arithmetischen Limesbegriffs ent- 
halten« (Vgl. hierzu das erste Referat; Kap. IV, Begriff des 
Limes). Nur ist zunächst nicht gesagt, daß jeder Abschnitt einer 
geordneten Menge einen Limes haben muß. In der Menge aller 
rationalen Zahlen zum Beispiel bilden alle Zahlen unterhalb 
\]2 einen Abschnitt ohne Limes. Dagegen im Kontinuum, der 
Menge aller Irrationalzahlen oder Dedek in d sehen Schnitte, 
besitzt jeder Abschnitt ohne letztes Element einen Limes. Das 
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Gleiche gilt von den wohlgeordneten Mengen, denn auf 
Grand der Definition der Wohlordnung maß es anter allen Ele- 
menten, die einem Abschnitt nicht angehören, ein erstes, #, geben *. 
Dieses wieder maß oberhalb aller Elemente des Abschnittes liegen, 
was sich anmittelbar ans der Definition des Abschnittes ergibt. 
— Das Kontinuum ist übrigens nicht wohlgeordnet, da es ja die 
Teilmenge 1, £, }>£>••• enthält, die kein erstes Element besitzt. 
Dies tritt noch deutlicher hervor durch die folgende Begriffs- 
bildung: 

Rest einer geordneten Menge M heißt jede Teil- 
menge M" von folgender Eigenschaft: Ist x in M" and 
y>-x, so ist auch y in M". 

Die komplementäre Menge eines Restes ist ein Abschnitt and 
umgekehrt. Ist M' ein Abschnitt, M" der komplementäre Rest, 
so wollen wir diese Beziehung durch das Zeichen 

M = M' + M" 

ausdrücken, womit zunächst ein Kalkül nicht eingeführt wer- 
den soll. 

Besitzt ein Rest ein erstes Element x, so soll er mit R(x) 
bezeichnet werden. Jedes von x verschiedene Element in S(x) 
ist hinter x geordnet. Besitzt M ein erstes Element e, so ist 
M = R(e). (In der Definition ist nicht verlangt, daß ein Rest 
eine eigentliche Teilmenge sein soll). 

In einer wohlgeordneten Menge besitzt jeder Rest ein 
erstes Element, auf Grund der Definition der Wohlordnung. (Das 
trifft z. B. im Eontinuum nicht zu). Eine Folge davon ist , daß 



1 Der Abschnitt ist hier als eigentliche Teilmenge definiert Laßt man 
den Zusatz eigentlich weg , so ist die wohlgeordnete Menge selbst einer 
ihrer Abschnitte und der einzige ohne Limes. 
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in einer wohlgeordneten Menge zu jedem Element x ein anmit- 
telbar folgendes x' existiert, so daß zwischen x und x' kein Ele- 
ment der Menge liegt. Im Kontinuum und der Menge aller ra- 
tionalen Zahlen dagegen liegt zwischen irgend zwei Elementen 
stets ein drittes, daher anendlich viele. Man sagt dafür, diese 
Mengen seien dicht. Eine wohlgeordnete Menge ist n i c h t d i c h t. 

§ 35. Betrachten wir non weiterhin ausschließlich wohlge- 
ordnete Mengen, so ist jeder Abschnitt von einem Element er- 
zeugt, das zugleich erstes Element des komplementären Restes 
ist. Dem ersten Element der Menge ordnen wir einen fin- 
gierten Abschnitt zu, der mit „null", 0, bezeichnet wird, da 
er kein Element enthält Diese Fiktion erweist sich zweckmäßig 
zur Beseitigung kleiner Besonderheiten. Der zu komplementäre 
Rest ist die Menge selbst. 

Es sei T eine beliebige Teilmenge von M, die kein Abschnitt 
ist. Dann definieren wir die Menge A(T) durch fulgende Fest- 
setzung: Ist x ein Element von A(T), so ist entweder x in T 
selbst oder es giebt in T ein Element y >- x. 

A(T) besitzt die Eigenschaft: Ist x in A(?') und z -< x f so 
ist auch z in A(T). Daher ist A(T) ein Abschnitt A(t) von M 
oder mit M identisch, je nachdem es eigentliche oder uneigent- 
liche Teilmenge von M ist. Ist A(T) ein Abschnitt , ^ so besitzt 
es entweder ein letztes Element oder nicht. Im ersten Fall be- 
sitzt auch T dieses letzte Element und umgekehrt, natürlich wie- 
derum als letztes, und t ist das unmittelbar folgende Element. 
Im zweiten Fall ist t der Limes von A(T) und steht zu T in der 
folgenden Beziehung: 

(1) Ist s -< t, so gibt es in T ein x >- $ und umgekehrt. 

(2) Ist s ^ t, so ist s >- x für jedes x in T und umgekehrt. 



I 
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nennen daher t wieder den Limes von T selbst K 
Ins der Definition des Limes geht hervor , daß nicht jedes 
ent einer wohlgeordneten Menge ein Limes sein kann 1 , daß 
ehr die Limeselemente dadurch ausgezeichnet sind, daß sie 
inmittelbar vorangehendes Element besitzen. Doch soll ge- 
werden, daß der Limes einer Teilmenge T auf alle Ele- 
von T unmittelbar folgt. — 



Disjunktion. 

J6. Die Abschnitte sowohl wie die Reste sind Klassen von 

die jede für sich die Postulate der Teilung und das Po- 

äer äquivalenten Teile erfüllen. Es gelten nämlich die 

Der Abschnitt eines Abschnitts ist Abschnitt 
der Menge selbst. Der Rest eines Restes 
ist Rest der Menge selbst. 

Sind M c^L 2* zwei ähnliche wohlgeordnete 
Mengen, so gibt es zu jedem Abschnitt von 
deinen äbnlichenAbschnittiniV; A(x)rsjA(y), 
renn nämlich y das zu x in M zugeordnete 
üement iniVist. Ebenso ist R{x) ~ R(y). 
Dysfunktion VIII läßt sich daher sofort für beide spe- 
>"1 j m Verein mit der Ähnlichkeit als Vergleichung 

B trachtimgen findet man für das Kontinuum im ersten Referat, 

? ° . Joa S&tzes , daß jede steigende Folge reeller Zahlen einen 
Beweise des o»«~ > 

. ""7" . e ine wohlgeordnete Menge vom Kontinuum wesentlich ver- 

hienn iedes Element Limes aller vorangehenden. 

i Kontinuum is* J CUCÖ 
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aufstellen; doch sind die Reste wieder unbrauchbar, weil die 
Disjunktion nicht trichotom wird. Enthält eine Menge ein letztes 
Element, so auch jeder ihrer Reste, und umgekehrt. Hat daher M 
ein letztes Element, N keines, so ist kein Rest von M zu N ähn- 
lich und umgekehrt, und es ist auch M zu N nicht ähnlich. 

Legen wir dagegen das Abschneiden als Teilung (und die 
Ähnlichkeit als Vergleichung) zu Grunde, so erweist sich sogleich 
das Postulat vom Teil und Ganzen erfüllt, das hier folgende Fas- 
sung annimmt : 

XXIII. Eine wohlgeordnete Menge ist keinem ihrer 
Abschnitte ähnlich. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus XX. Wäre nämlich M ~ -£(&), 
so entspräche dem Element x in M ein Element y in A(x) , es 
wäre infolgedessen y<«, was nach XX unmöglich ist. 

§ 87. Mit diesem Satz sind sofort die Fragen 1, 2, 4 des 
Trichotomieproblems beantwortet und es bleibt zur Erledigung der 
dritten noch der Beweis des Satzes IX zu erbringen, der in der 
neuen Terminologie wie folgt lautet: 

XXIV. Sind Jf und N zwei wohlgeordnete Mengen 
und keine einem Abschnitt der anderen 
ähnlich, so sind beide zueinander ähnlich. 

Die Ähnlichkeit besteht in der Existenz einer umkehrbar 
eindeutigen Zuordnung, welche die Ordnung erhält. Wir werden 
diese Zuordnung zwischen M und N aufzusuchen haben. Ist sie 
gefunden, so muß nach XXIlb zwischen entsprechenden Elementen 
x in M, y in N die Beziehung 

(q>) A(x)~A(y) 

bestehen. Diese Beziehung nehmen wir jetzt umgekehrt als De- 
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finition der Zuordnung: wir nennen zwei Elemente x, y ent- 
sprechend, wenn ihre Abschnitte ähnlich sind. Wir haben als- 
dann dreierlei zu zeigen : 1) Die Zuordnung ist umkehrbar ein- 
deutig. 2) Sie erhält die Ordnung. 3) Sie ordnet jedem x in M 
ein y in N zu und umgekehrt. 

Wir schicken folgenden Hülfssatz voraus, der unmittelbar ans 
der Definition des Abschnittes folgt : 

XXV. Von zwei Abschnitten derselben Menge ist 
einer ein Abschnitt des andern: Ist a'~<2, so 
ist A(x l ) Abschnitt von A(x). 

Nach YYTTT folgt daraus sofort: 

XXVI. Zwei verschiedene Abschnitte derselben 
Menge sind nicht ähnlich; d. h. aus A(x) rv A(x') 
folgt x = x\ 

Nunmehr folgt der Beweis von XXIV. 
ad 1) Aus A(x) ~ A(y), A(x) ~ A(f) folgt A(tj) ~ A(y') 
und nach XXVI y = y\ Analog aus A{x) *± A(t/) ~ A(x') : 

ad 2) Vorausgesetzt ist (a) A (x) rv A (y). (ß) A(af)rvA (y 1 ). 
(y) x ' m< x * Zu beweisen ist (8) y' -< y. Wir bedürfen zum Be- 
weise nur der Voraussetzungen (a) und (y). Denn aus x' -< x folgt, 
daß A(x r ) ein Abschnitt von A(x) ist, aus XXIIb nach (a), daß 
A (tf) einen Abschnitt A (y') ~ A (#') besitzt, aus XXIIa, daß A (y') 
ein Abschnitt von N ist, endlich aus der Definition des Ab- 
schnittes, daß y' -< y ist. 

ad 3) Sei S die Menge aller derjenigen Elemente x in M, 
denen durch (<p) ein Element y in N zugeordnet wird, so haben 
wir zu zeigen, daß jedes Element von M zu S gehört. Wir be- 
weisen dies nach Satz XXI. 8 enthält sicher das erste Element 
von M, denn diesem ist das erste von N zugeordnet, da beider 
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Abschnitte null sind. Enthalt ferner S einen Abschnitt A(p) von 
M, so enthalt es p selbst. Um dieses einzusehen, betrachten wir 
die Menge A' derjenigen Elemente y in N, die den Elementen x 
von A(p) entsprechen. 

Ans dem Beweise ad 2) folgt : Ist y in A', y* -< y, so ist 
y* in A' und zwischen den entsprechenden Elementen x, x' besteht 
die Relation x 9 -< x. Es ist also erstens A{p) ~ -4' und zweitens 
A' ein Abschnitt, da es eine eigentliche Teilmenge von N ist. 
A' = N ergäbe nämlich N rsj A(p) gegen die Voraussetzung des 
Satzes. 

Da A' ein Abschnitt A(q) von N und A(p) rv A(q) ist, ist /> 
in Sj was zu beweisen war. 

Nach yYT folgt, daß S alle Elemente von ü/ enthält, d. h. 
(<p) ordnet jedem Element von M eines von Nzu. Ebenso beweist 
man die Umkehrnng. 

Damit ist der Beweis unserer Behauptung erbracht, und wir 
erkennen, daß die Disjunktion VIII trichotom wird : zwischen 
zwei wohlgeordneten Mengen JU t N besteht stets 
eine und nur eine der drei Beziehungen: 

M-<N 9 M~N, M^N 

von denen M-<N ausgesprochen wird: „ M ist nie- 
derer oder von niederem Typus 9lIsN u , und aussagt, 
daß N einen zu M ähnlichen Abschnitt besitzt. 

38. Der Satz XXIII klärt die Beziehung zwischen einer Menge 
und ihren Abschnitten dahin auf, daß jeder Abschnitt niederen 
Typus hat, als die Menge. Zu beliebigen Teilen steht eine 
wohlgeordnete Menge in etwas weiterer Beziehung: 
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711. Eine Teilmenge einer wohlgeordneten 
Menge ist nicht von höherem Ordnungs- 
typus als die Menge. 

Ware nämlich M' eine Teilmenge von M und M'>-M, so 
M einem Abschnitt A'{x) von M' ähnlich, es entspräche 

• dem Element x in M ein Element y in A'(x), d.h. y-<x 

lach XX unmöglich. 

)aß aber eine Teilmenge von M den gleichen Typus mit M 

en kann, beweisen die Reste des Typus cd. 

ind A(x) und A(x') zwei Abschnitte derselben Menge und 

«< A (x), so ist A {x') einem Abschnitt A(x") von A{x) ähnlich, 

IXYI aber, da A(x") Abschnitt von M ist, mit A(x") iden- 

d. h. es ist #' in ^(#), oder x'-<x: 

IL Aus .4 00 -< -4 (#) folgt x'^zx, wenn beide Ab- 
schnitte derselben Menge angehören, und 
umgekehrt. 

jedem Element umkehrbar eindeutig ein Abschnitt entspricht, 

>fort weiter: 
Die Menge aller Abschnitte von Jfcfist zu M 

ähnlich. 

d JR (x) JR (&') zwei Reste einer Menge und x^<af, so ist 

est von H (&)> wä umgekehrt. Nach XXVII folgt daraus : 

t nicht von höherem Typus als R(x). Ist daher umgekehrt 

R(x) so ist sicher x'-<x. Die Menge aller Reste von M 

iter untersucht werden. Man sieht aber hier bereits, daß 

rang der Reste nach ihrem Typus eine völlig andere ist, 

) clnnng nach den erzeugenden Elementen. Insbesondere 

TfC^rs^It (x') nicht wie bei den Abschnitten auf die Iden- 

x' geschlossen werden, wie der Typus o beweist. 
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XQL 

Die transflniten Zahlen. 

§ 39. Ähnliche Mengen sind äquivalent. Jeder Ordnungstypus 
hat daher eine ganz bestimmte Mächtigkeit, da zwei Mengen, 
welche den gleichen Ordnungstyp besitzen, von gleicher Mächtig- 
keit sind. 

Für endliche Mengen liegt der Fall besonders einfach. Jeder 
Ordnungstypus definiert zugleich eine Mächtigkeit, die ihn rückwärts 
eindeutig bestimmt: Jede endliche Menge kann nur auf eine Art 
wohlgeordnet weren. In der Tat bezeichnen wir mit dem Zeichen 
7 sowohl die Mächtigkeit einer Menge von sieben Elementen wie 
auch den einzigen möglichen einfach geordneten Typus einer solchen 
Menge. Georg Cantor unterscheidet diese doppelte Bedeutung 
als Kardinalzahl und Ordinalzahl. Die Verwendung von Indices : 
a Q , a x , a % , . . . a, bringt den Charakter der Ordinalzahl rein zum 
Ausdruck. Sagen wir dagegen, eine gewisse Fläche habe sieben 
Quadratmeter Inhalt, so fungiert sieben als reine Kardinalzahl. 

Für unendliche Mengen liegt der Fall wesentlich anders. Zwei 
verschiedene Ordnungstypen können von gleicher Mächtigkeit sein. 
Z. B. werden wir sehen, daß die Menge aller wohlgeordneten Typen 
von gleicher Mächtigkeit selbst eine höhere Mächtigkeit besitzt, 
als die Typen selbst ; insbesondere ist die Menge aller wohlgeord- 
neten abzählbaren Typen nicht abzählbar. Es fallen also, wenn 
man Mächtigkeiten und Ordnungstypen allgemein als Zahlen 
bezeichnet, im transflniten die Begriffe der Kardinal- und Ordinal- 
zahl auseinander. 

Es hat sich nun der Gebrauch eingebürgert, die Ordnungs- 
typen wohlgeordneter Mengen als transfinite Zahlen 
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nungszahlen zu bezeichnen. Und hierbei fällt auch 
s „transfinit" fort, sowie er sich von selbst versteht. Da- 
ä das "Wort „Kardinalzahl" noch wenig gebraucht, und 
folgendem Grunde: Die Bezeichnung „Mächtigkeit* ist 
d bequem und keines Ersatzes bedürftig. Anderseits 

die Bezeichnung „Zahl" nicht gerne anwenden, so lange 
hkeit der Inkomparabilität nicht ausgeschlossen erscheint. 

zu scharf gegen den Sprachgebrauch verstoßen, von in- 
k \t\ Zahlen zu reden. 

lden nun die Mächtigkeiten der wohlgeordneten 
ne Klasse von überaus einfachen Eigenschaften; insbe- 
id alle komparabel. Ja, es läßt sich sogar unter gewissen 
annahmen beweisen, daß jede Menge wohlgeordnet werden 

also jede Mächtigkeit auch die einer wohlgeordneten 
Doch ist dieser Nachweis erst in jüngster Zeit in einer 
nehmenden Art und Weise erbracht 1 worden und hat 
nologie noch nicht beeinflußt. Solange man mit der 
it rechnen mußte, daß die wohlgeordneten Mächtigkeiten 
dere Klasse bilden, durfte man sie nicht Kardinalzahlen 
ie Bezeichnung „wohlgeordnete Mächtigkeit" ist philo- 
bt einwandfrei, eine einwandfreie wäre noch schwerfalligr 

Man nennt daher mit Georg Cantor die Mächtigkeit 
isfiniten wohlgeordneten Menge ein „ A 1 e f u ; dies ist 

des ersten Buchstaben « des hebräischen Alphabets. 

aller Alefs, die kleiner sind, als ein gegebenes, ist, wie 

^werden wohlgeordnet. Ihre Ordnungszahl a nennt man 

des gegebenen Alef und bezeichnet dieses danach mit k ä . 

urkeit von ®, die des Typus a>, ist die kleinste trans- 

.. Kap. XXX. 
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finite Mächtigkeit, es gehen ihr daher keine Alefs voran, und sie 
ist demnach mit * zu bezeichnen« — 

§ 40. Wir wenden uns nun zur Betrachtung der Ordnongs- 
zahlen und werden dabei unsere Sätze stets so formulieren, daß 
wir nicht von der Menge aller Ordnungszahlen sprechen. Diese 
Menge enthält nämlich, wie wir später sehen werden, einen un- 
aufgeklärten Widerspruch. 

Eine Ordnungszahl p ist als gegeben anzusehen, wenn eine 
Menge M bekannt ist, der sie zukommt. Die Aussage, daß eine 
Menge N nach der Zahl ft oder dem Typus p wohlgeordnet sei, 
behauptet dann nichts anderes, als daß Nzu M ähnlich ist. Jeder 
Abschnitt von M repräsentiert eine Ordnungszahl, die niederer 
als p ist, und umgekehrt ist jeder Zahl v-<f* ein Abschnitt in M 
eindeutig zugeordnet. Da weiter die Menge aller Abschnitte von 
M zur Menge M selbst ähnlich ist, sofern mitgerechnet wird, 
ist die Menge aller Abschnitte von M nach dem Typus p wohl- 
geordnet; das heißt aber: 

XXX. Die Menge aller Ordnungszahlen, die \l 
vorangehen, einschließlich der Null, ist 
nach dem Typus (i selbst wohlgeordnet. 

Z. B. hat die Menge der Zahlen unter 7 : 

0, 1, 2, 3, 4, B, 6 

den Ordnungstypus 7, die Menge aller Zahlen n~<&: 

U, 1, a, o, ... w, • . . 

den Typus <o, und die Menge aller Zahlen unter © mit © zusammen 
bildet den Typus 

0, 1, 2, 3, ... w, ... o. 

der mit a + l bezeichnet wird. 



— 551 — 



nge aller Ordnungszahlen, welche einer Zahl a voran- 
a jeder Menge von Ordnungszahlen, in der sie als echter 
en ist, ein Abschnitt, und zwar, wenn auch a vorhanden 
et gehörige Abschnitt. Wir nennen sie daher künftig 

lr beweisen wir folgende Satze: 

n jeder Menge M von Ordnungszahlen gibt 
s eine erste Zahl 

Tede Menge von Ordnungszahlen ist wohl- 
geordnet. 

In jeder Mengeif von Ordnungszahlen gibt 
s eine unmittelbar folgende, nicht in ihr 
nthaltene Zahl p. 

eite Satz ist eine direkte Folge des ersten. Es sei 

in M und M 9 die Teilmenge aller Zahlen von A(a), 
ihören. Enthält M keine Elemente, so heißt das nichts 

daß * erste Zahl in M ist. Gibt es aber Elemente 
bt es unter ihnen ein erstes, ß, weil M ' Teilmenge von 
(«) wohlgeordnet ist. Man übersieht ohne weiteres, 
: Element in M ist. 
KJHzu beweisen, bilden wir zunächst eine Menge, welche 

besitzt. Sie heiße A(Jlf), und als Element von k(M) 
ahl cc, die in M selbst enthalten ist, oder zu der es 
roßer e Zahl X gibt. A(Jlf) ist mit M identisch, wenn 
;h A («*) enthält ; denn A (M) enthält mit jedem seiner 
ch alle vorangehenden. Ist daher A'{k) ein Abschnitt 
ist A'(X) = A(X) und X der Ordnungstypus von A'{1). 

wir jetzt f* den Ordnungstypus von A(jtf), so ist p 
r als alle Zahlen von A(Af) und damit von M, weil 
r Zahlen Typ u9 e * nes Abschnittes von A(M) ist; und 

Friesischen Sohulev I. Bd. öo 
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umgekehrt: ist k^zp, so ist k in A(M) enthalten, denn es gibt 
zn k einen ähnlichen Abschnitt A(v) in A(Af); wir sahen aber, 
daß v dessen Typus selbst, also v = k ist. Da es nnn zu jeder 
Zahl k in A(M) eine Zahl cc^k in M gibt, haben wir damit kon- 
statiert, daß [i auf alle Elemente von M (und übrigens auch A(M)), 
unmittelbar folgt, w. z. b. w. 

Wir können auch hier wie in § 35 zwei Fälle unterscheiden: 
Besitzt M kein letztes Element, so besitzt (i kein unmittelbar 
vorangehendes Element und heißt eine „Limeszahl". Besitzt dagegen 
M (und mit M auch A(M)) ein letztes Element k, so folgt p un- 
mittelbar auf k selbst. Die Menge A(3f) besteht aus den Zahlen 
in A(k) und aus k selbst. Da A(k) den Typus k hat, entsteht 
der Typus fi von fii(M) aus dem Typus k durch Hintanfügen eines 
Elementes ; dementsprechend wird (i mit k + 1 bezeichnet. 

§ 41. Wir betrachten jetzt die Mächtigkeiten wohlgeordneter 
Mengen, wobei wir es wiederum vermeiden, von der Menge aller 
dieser Mächtigkeiten zu sprechen. 

Sind M und N zwei wohlgeordnete Mengen, so sind sie ent- 
weder ähnlich, also auch äquivalent, oder eine ist einem Abschnitt, 
d. i. einer Teilmenge der andern ähnlich, somit äquivalent : Die 
Beziehung (A) der Disjunktion VIII ist also zwischen wohlgeord- 
neten Mengen ausgeschlossen, alle Alefs sind komparabel. 

Da ähnliche Mengen a fortiori gleichmächtig sind, bestimmt 
jeder Ordnungstypus eine Mächtigkeit, insbesondere jede Ordnungs- 
zahl ein Alef. Dabei gelten offenbar folgende Beziehungen: 

XXXIV. Ist a = ß, so ist a~ß. 

XXXV. Ist a</3, so ist auch a-<ft d.h. ist « von geringerer 
Mächtigkeit als 0, soistauchaniedereralsä. 
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Beziehungen sind nicht umkehrbar. Ist a ~ ß, so kann 
höher oder niederer als ß sein, es läßt sich also gar 
sagen. Ist dagegen a -c ß, so ist wenigstens gewiß, daß 
>n höherer Mächtigkeit als ß sein kann. Man kann 
ältnisse durch folgende * Verträglichkeitstabelle* dar- 



1 1 

, ! 



ß 



a = ß 



I 



= /* 



->ß 



ß 



möglich 



möglich 



unmöglich 



unmöglich 



möglich 



ß 



anmöglich 



möglich 



anmöglich I möglich 



allen Ordnungszahlen, welche eine gegebene Mächtigkeit 
, gibt es nach XXXT eine niederste. Wir bezeichnen sie 
L nennen sie „die zun« gehörige Anfangszahl a . 
re ist Ä =* <d die zu h gehörige Anfangszahl. 

Die Zuordnung zwischen Alef and Anfangszahl ist ttm- 
ideutig, und es ist daher Slo^&p, wenn *«<*£ ist. 
s sofort aus XXXT and XXXII: 
:n jeder Menge von Alefs ist eines das 

kleinste. 

Tede Menge von Alefs ist wohlgeordnet. 

su jeder Menge Alefs ist die Menge der zugehörigen 

len ähnlich, und diese ist wohlgeordnet. 

, sich aber auch der Satz XXXIII aof die Mächtigkeiten 

Es sei M eine Menge von Alefs, so betrachten wir 

M aller Ordnungszahlen, deren Mächtigkeit entweder 

mmt oder kleiner ist als eine der Mächtigkeiten in M. 

38* 
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Die Mächtigkeit von M bezeichnen wir mit Kp, die Ordnungszahl 
mit £p da wir sogleich sehen werden, daß sie die zu Kp gehörige 
Anfangszahl ist. Wir wissen ans den Betrachtungen des voran- 
gehenden Paragraphen, daß Ä M auf alle Zahlen, die zu M gehören, 
unmittelbar folgt. ity ist daher von höherer Mächtigkeit, als alle 
Zahlen in M ; denn ist X in M, so ist die Mächtigkeit von X in M 
oder niederer als eine in M. Das gleiche gilt von jeder mit X 
gleichmächtigen Zahl, so daß &,, mit X nicht gleichmächtig sein 
kann. Daher ist Kp großer als jedes Alef in M . 

Ist andererseits x a < Kp, so ist jede Zahl X von der Mächtig- 
keit k* niederer als &„, daher in in M enthalten, woraus wieder 
folgt, daß K a kleiner oder gleich einer Mächtigkeit in Af ist. Damit 
ist unsere Behauptung erwiesen: 

XXXYIII. Zu jeder Menge Mvon Ale fs gibt es eine 

nicht in ihr enthaltene Mächtigkeit K M , 
die auf alle Ale fs in M unmittelbar folgt. 

Daß, wie behauptet, &p eine Anfangszahl ist, ergibt sich nun 
sofort: Gäbe es eine Zahl X unter &p, die mit ßp gleichmächtig 
wäre, so gehörte sie noch zu M, ihre Mächtigkeit Kp oder eine 
höhere daher zu M, gegen das soeben bewiesene. 

Enthält M eine letzte Mächtigkeit K a , so ist Kp die unmittelbar 
auf K a folgende und wird konsequenterweise mit *a+i zu bezeichnen 
sein. Ist dagegen M ohne höchstes Element, so ist p eine Limes- 
zahl und Kp eine Limes-Mächtigkeit. 

So ist zunächst k der Limes aller endlichen Mächtigkeiten ; 
K t ist die Mächtigkeit der Menge aller endlichen und abzählbaren 
Ordnungszahlen; die Ordnungszahl dieser Menge ist zugleich ß 
Nimmt man zu dieser Menge die sämtlichen Ordnungszahlen der 
Mächtigkeit K t hinzu, so erhält man den Typus &, und die Mächtig- 
keit K, . Denkt man sich alle Mächtigkeiten K , K t , k, , . . . k,. 
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lern Index definiert, so bilden die Ordnungszahlen aller ,j 

htigkeiten eine Menge vom Typus Ä w and der Mächtig- 
f die dann wieder x^ etc. folgt. — Die Gesamtheit aller 
ügen Ordnungszahlen wird als eine „Zahlklasse* 
Abweichend davon faßt man alle endlichen Zahlen zur 
Iklasse zusammen, von da an konsequent die abzähl- 
en zur zweiten, die Zahlen der Mächtigkeit k, zur dritten 

chtigkeit K, der zweiten Zahlklasse besitzt insbesondere 
jenschaft, die nach Cantors Vermutung der Mächtigkeit 
mms zukommt: 

ne Menge von Ordnungszahlen der zweiten 
hlklasse ist entweder abzählbar oder von 
r Mächtigkeit * k der zweiten Zahlklasse 

[bat. 

eh tritt zu dem Kontinuumproblem die weitere Frage 
e Mächtigkeit des Eontinuums ein Alef, insbesondere 
ist. Wir kommen auf diese Frage später zurück. 

XIV. 
jyie Limeszahlen. 

t M eine Menge von Ordnungszahlen, p die auf i/L 
bigende Zahl, so sei A die Menge aller Mächtigkeiten, 
Edden von M gehören, k« die auf A unmittelbar fol- 
>keit« Es erhebt sich die Frage, ob und wann K« die 

on f* ist. 

d M eine höchste Zahl A, so ist ihre Mächtigkeit * y 

ichtigkeit in A* Es ist daher p = A + l, k« = * ni . 
"Frinznfußö 11 eine8 Elementes zu einer tran8fi niten 
Mächtigkeit nicht ändert (§ 23) , ist p mit X 
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gleichmächtig; d. h. p besitzt nicht die Mächtigkeit *<*> son- 
dern die vorangehende K r . 

Wir betrachten demgemäß den Fall, daß es in M keine höchste 
Zahl gibt. Dann kann es gleichwohl eine höchste Mächtigkeit in 
A geben. Diesen Fall untersuchen wir zuletzt und nehmen zu- 
nächst an, es gebe weder in M noch in A ein letztes Element. 
Es gibt also zu jeder Zahl in M nicht nur eine höhere schlecht- 
hin, sondern auch eine von höherer Mächtigkeit. Danach muß p 
von höherer Mächtigkeit sein, als irgend eine Zahl in M; denn 
wäre A in M und p rs/ A, so gäbe es v>A in M, daher wäre 
v>p und daher auch v>-p gegen die Definition von p. 

Da die Mächtigkeit von p in A nicht vorkommt, ist p min- 
destens von der Mächtigkeit K a . Da aber kein Typus dieser 
Mächtigkeit zu M gehören kann, ist p nicht nur genau von der 
Mächtigkeit k« , sondern es ist auch niederste Zahl dieser Mächtig- 
keit, d. h. es ist p = Ä«. 

Nach Erledigung dieser beiden einfachen Fälle betrachten wir 
eine Menge M von Zahlen ohne letztes Element, aber mit höchster 
Mächtigkeit x r . Zunächst beachten wir wieder, daß die Limeszahl 
p dieser Menge höchstens gleich Sl Y+l ist, denn diese Zahl ist 
sicher höher als alle Zahlen in M. Zugleich ist ßy+i der Liimes 
aller vorangehenden Zahlen, d. h. Limes der Menge -4-(Ä y+1 ). 
Diese Menge hat den Typus Äy+tj jede andere Menge, die Ü rM 
zum Limes hat, ist eine Teilmenge von A(Q Y +i)] wir schließen 
daraus, daß M selbst nicht von höherem Typus sein kann, als 
Äy+i, und erhalten daraus zwei Unterfälle: Entweder ist M vom 
Typus Äyf 1 , also von der Mächtigkeit Ky+i , oder von geringerer 
Mächtigkeit. 

Der erste Fall erledigt sich wieder sofort. Ist p von gerin- 
gerer Mächtigkeit als Ky+t, so auch A((i) und als Teilmenge von 
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•tiori AT. Ist daher umgekehrt M von der Mächtigkeit 

t ft = ßy+J . 

etzte noch mögliche Fall, daß M nicht von höherer 
t als * Y ist, kann hier nicht erledigt werden. Er ist 
dchtigste und von besonderer Bedeutung für die Er- 
inzipien, Kap. XXVI. Wir werden daher im folgenden 
ichdem der mengentheoretische Kalkül entwickelt ist, 
:en Beweis dafür nachholen, daß in diesem vierten Fall 
yon gleicher Mächtigkeit mit den höchsten Elementen 

M ist. In § 44 mag eine kurze Analysis eingefügt 
b uns zeigen soll, auf welche Frage der Beweis sich 
;. Zuvor stellen wir die Resultate zusammen : 

sei M eine Menge von Ordnungszahlen, ff 
s unmittelbar folgende Element, k seine 
chtigkeit, k m die Mächtigkeit von M. 
t es in M ein letztes Element A, so ist p = 
r die Mächtigkeit von k. 

i es in M weder ein letztes Element, noch 
te Mächtigkeit, so ist ty Limes aller Mäch- 

n M und /* = &p- 

es in M kein letztes Element, aber eine 
Ichtigkeit K y , und ist K.>K y , so ist x m = h ? 
: SZp und zugleich M vom Typus p. 
wiesen) Gibt es in M kein letztes Element, 
Jchste Mächtigkeit K y , und ist * m <* Y , so ist 



ir hatten gezeigt, daß f* der Ordnungstypus von 
äre A(M) = -Mi so bedarf es keines ausgeführten 
Satz 4- Schwierigkeiten entstehen erst, wenn A(M) 
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mehr Elemente enthalt wie M. Es sei A ein Element in A(M), 
welches nicht zu M gehört. Dann gibt es in M höhere Zahlen 
als X und unter diesen eine erste, die wir q>(l) nennen. ' Wir 
setzen für die Zahlen v in M selbst noch q>(v) = v. 

Die Zahl <p(l) ist durch X eindeutig bestimmt, aber es gilt 
nicht notwendig das umgekehrte. Alle Zahlen, für die q>(l) die- 
selbe Zahl v von M bedeutet, fassen wir zu einer Menge Q(v) 
zusammen. Jede Zahl A von A(Af) gehört in eine und nur eine 
der Mengen $(?)• Diese bilden daher ein komplementäres Teil- 
system von A(M), und dieses System ist ähnlich zu M. Die Ele- 
mente von M zerlegen A (M) in dieses Teilsystem. 

Die Menge $(v) ist Teilmenge von A(v + 1), denn sie besteht 
nur aus v und Elementen A^cv. A(v + 1) hat gleiche Mächtigkeit 
mit v + 1, also sicher nicht höhere als tt r nach den Voraussetzungen 
des Falles (4). Somit ist auch die Mächtigkeit von # (v) nicht höher 
als K y . 

Der Beweis unserer Behauptung spitzt sich daher auf folgende 
Frage zu: Gegeben sei eine Menge M' von Mengen <&) weder die 
Mächtigkeit von M' noch die einer der Mengen übersteigt x y ; 
kann dann die Mächtigkeit der durch Zusammenfassung aller 
Mengen O entstehenden Menge A höher als K y sein? Diese Frage 
muß verneint werden, wenn unsere Behauptung richtig sein soll. 
Man kann die Antwort auch so formulieren: Ersetzt man in einer 
Menge M, deren Mächtigkeit M r nicht übersteigt, jedes Element v 
durch eine Menge 0(y), deren Mächtigkeit « y nicht übersteigt, so 
ist auch die resultierende Menge nicht von höherer Mächtigkeit. 
Dieser Prozeß des Einsetzens wird uns im nächsten Kapitel naher 
beschäftigen. Er ist die Grundoperation, auf der sich der mengen- 
theoretische Kalkül aufbaut. Daß die Behauptung für y *=- q 
zutrifft, behauptet der früher bewiesene Satz, daß eine abzählte 
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zählbarer Mengen selbst abzahlbar ist (§ 19). Um eine 
teinerung der Abzahlung des Punktegitters wird es 
• handeln , wenn wir znm Beweise der aufgestellten all- 
Behauptnng gelangen wollen. 

Die Menge A(M) ist der kleinste Abschnitt, von dem 
x Teil ist. Wir wollen umgekehrt M einen „Kern* des 
3 A (JMT) nennen. Besitzt M ein letztes Element m, so 
eses Kern von A(M), da jede Zahl unter m zu A(Af) 

andererseits jede Zahl vonA(M) unter m liegt, vonm 
;ehen. Besitzt M kein letztes Element, so sei p sein 

A(3f) = A(ß). Wir wollen dann M auch als „Kern 
eichnen. Der Ordnungstypus eines Kerns einer Limes- 
icher selbst eine Limeszahl, da der Kern kein letztes 
itzt. Man sieht daraus leicht, daß man aus dem Kern 
leszahl ft irgend eine Teilmenge weglassen darf, die 
Rest von M in sich enthält. Es gibt daher in dem 

kleinsten Kern von p, daß nicht noch ein Teil von 
era von p wäre. Dagegen gibt es unter den Ord- 
er Kerne von p einen kleinsten; denn unter a> gibt 

ren mehr. 

t zu beweisen, ,daß jede Limeszahl von der Mäch- 
en Kern vom Typus m besitzt. Wir können aber 
in zeigen, daß der niederste Typus eines Kerns einer 
fcs eine Anfangszahl ist. Da kein Kern von p höhere 
(s u haben kann, — denn der größte Kern A(p) hat 

folirt daraus sofort der spezielle Satz über die 

. , . j, e £t da für diese nur die eine Anfangszahl o 
\ + acht kommt. Rechnet man übrigens fcie Eins 

.i öT1 an hat man auch den Fall mit einzu- 
fangsjsanien, »" «» 
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schließen, daß fi keine Limeszahl ist. Dann ist fi = v + 1 und v 
ein Kern von (i, der aus einer Zahl besteht. Diesen Trivialfall 
schalten wir sogleich wieder ans. 

Es sei also M ein Kern einer Limeszahl p, K a seine Mächtig- 
keit und M von höherem Typus als Sl a . Wir zeigen, daß es einen 
Kern von niederem Typus als M gibt. Daß M und Sl a die Mäch- 
tigkeit K a besitzen, besagt, daß die Zahlen in M den Zahlen vor 
Sl a umkehrbar eindeutig zugeordnet werden können. Es sei also 
A in M und <p (A) die zu A zugeordnete Zahl unterhalb Sl a . Die 
Zuordnung kann nicht ähnlich sein, denn M ist von höherem Typus 
als ß a nach Voraussetzung. Es gibt daher in M gewiß zwei 
Zahlen X x -< A, , für die <p (AJ >- q> (A t ) ist, und wir können die Exi- 
stenz einer Teilmenge M" von M behaupten, die folgende Eigen- 
schaft besitzt: 

a) Ist A in M", so gibt es in M ein Element q >- A, für das 
q)(o) -<<p (A) ist. 

Die komplementäre Teilmenge M' besitzt .daher die Definition : 

b) Ist 6 in M', so gibt es unter den Elementen p>-<7 in M 
kein Element, für das 9(c0^=qp(<*) wäre; d. h. aus q >- ö 
folgt <p (q) >- g> (<*) und demnach aus tp (r) -< <p (tf) umgekehrt 
t-<0, wenn nur 6 in M' ist. 

Auch diese Menge M' existiert gewiß, denn ist x in JH und 
(p(x) = } so gibt es überhaupt kein Element q, für das 9>(p)-< tp (x) 
sein kann. 

Nunmehr zeigen wir, daß die auf M' unmittelbar folgende 
Zahl [i' mit p übereinstimmen muß. Wäre sie nämlich kleiner, so 
gäbe es in M Zahlen q ^ f»' , und diese würden den Rest R (j* # ) V on 
M bilden. Den Elementen dieses Restes entsprächen Elemente 
<p{$) von A(& a ), und unter diesen gäbe es ein erstes, g>(A), d. h. für 
jedes Element q in ü(fi') wäre q> (#) ^ tp (A). 
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Da nun alle Zahlen von M! vor p' liegen, wäre R(a') ein 
Teil von M", d. h. es gäbe nach (a) zn A eine Zahl q >- X , für 
die 9(p)^<9(A) wäre. Da (>>~A, gehört p za RQi 1 ), es müßte 
dann aber nach der Definition von k (p{q) >~ <p(X) sein, im Wider- 
spruch mit dem znletzt gesagten. Demnach kann p' nicht vor p 
liegen. Da ii'^-ft von vornherein aasgeschlossen ist, ist p' = ft, 
d. h. JkP ein Kern von p. 

Daß aber M' von niederem Typus als M ist, folgt ans (b). 
Denn da aus qp(r) -< qp(<7) auch r -< 6 folgt, ist die Abbildung von 
M' auf die zugehörige Teilmenge von A (&«) ähnlich. Nach Satz 
XXVII ist daher 

und da Ä« -< M nach Voraussetzung , ist -äf -< M , w. z. b. w. 
Zu jedem Kern von p, der keine Anfangszahl als Typus besitzt, 
gibt es also einen anderen Kern von niederem Typus, d. h. 
XLI. Unter allen Kernen einer Limeszahl haben die 

von niederstem Ordnungstypus denTypus einer 

Anfangszahl. 



Vierter Teil. 



Der mengentheoretische Kalknl. 

XV. 

Kalkül mit Mächtigkeiten. 

§ 46. Bei den Betrachtungen dieses Kapitels wird von der 
Wohlordnung kein Gebrauch gemacht, sie gelten also auch für 
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ungeordnete Mengen. Es handelt sich hierbei um die Bildung 
neuer Mengen aus einer Reihe von gegebenen Mengen. Die ge- 
gebenen Mengen bilden selbst eine Menge, die zwei, drei, endlich 
oder unendlich viele Elemente besitzen kann. Handelt es sich um 
zwei oder drei Elemente, so kann man jedem Element einen be- 
sonderen Buchstaben, M, N, P, beilegen. Wird über die Anzahl 
nichts weiter als die Endlichkeit vorausgesetzt, so zieht man die 
Bezeichnung durch einen Buchstaben und Indices vor: M t , M % , 
. . . M n . Diese Indices sind Elemente einer abzahlbaren Menge 
©, gestatten daher auch die Bezeichnung einer abzahlbaren Menge 
von Mengen M 19 M 91 M m1 ... in inf. — Allgemein kann man sich 
ebenso die Elemente irgend einer Menge durch ein einziges Zei- 
chen und angehängte Indices dargestellt denken, wobei die Indices 
Elemente einer äquivalenten Menge bilden. Man wird daher von 
einer Menge N von Mengen Jf., M h) M n . . . sprechen, wobei 
a, b, n Elemente einer zu N äquivalenten, sonst keiner Bedingung 
unterworfenen Menge N' sind. Diese Bezeichnung ist von beson- 
derem Vorteil, wenn alle Mengen M a1 M b1 M n . . . von gleicher 
Mächtigkeit sind. Es sei dann M eine zu allen äquivalente Menge, 
a ein Element von üf», so entspricht ihm ein ganz bestimmtes 
Element m in M und die Angabe von m und n bestimmt das 
Element N eindeutig, sodaß man es mit m H , n m7 (m, n) oder einer 
ähnlichen Zusammenfassung bezeichnen kann. 

Sind die Mengen M m1 M b , . . . nicht alle von gleicher Mäch- 
tigkeit, so ist doch der Fall möglich, z. B. wenn alle wohlgeordnet 
sind, daß es eine Menge M giebt, welche von höherer Mächtigkeit 
als alle Mengen M a) M h etc., vielleicht auch mit einem Teil von 
ihnen äquivalent ist. Es giebt dann zu jeder Menge M m eine Ab* 
bildung auf eine Teilmenge T m von M , so daß wiederum jedem 
Element von x ein Element m von M zugeordnet ist. Auch hier 
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inem Indicespäar (m, n) eindeutig umkehrbar zugeordnet 
nur entspricht nicht notwendig jedem Indicespaar ein 
v, vielmehr gehört zu jedem Index n eine Teilmenge T m 
es m, die mit n kombiniert, Elementen x entsprechen. 

Wie man aus zwei Mengen M } N Indiceskombinationen 

den kann, so kann man auch aus drei, endlich vielen, 

vielen Mengen solche Reihen aufstellen. Während aber 

hl einer endlichen Anzahl von Indices durch Willkür 

ann, erfordert die Auswahl unendlich vieler Indices ein 

►och ist an sich jede unendliche Auswahl logisch mog- 

8 auch diese Erweiterung in Betracht gezogen werden 

ist dann eine Menge M m , M b , ... M n . . . von Mengen 

as jeder ist ein Element x m , x b , ... x n ... auszuwählen. 

dieser Elemente stellt eine Indiceskombination vor. Die 

hen Indices a, b, . . . n bilden eine Menge N und jede 

nation entsteht dadurch aus JY, daß jedes Element, 

. durch ein Element der zu ihm gehörigen Menge 

jbf m . . . ersetzt wird. 

»rs einfach gestaltet sich der Fall, wenn wieder alle 

jlf m m . M n . . . von gleicher Mächtigkeit mit einer 

nd- Dann kann jedes Element x n [von M n durch ein 

(m n) ersetzt werden, und die Indiceskombination 

r sieht so aus : (s, a), (t, b) . . . (w, n) . . . Man 

ie Belegung von N mit M, denn es ist jedes Element 

von N mit einem Element s, t, . . . tn, ... von 

• • • * 

belegt", wobei die Elemente s, t, ... nicht von 

chieden zu sein brauchen. Eine Belegung ordnet 

• dem 3Element von N ein Element von M eindeutig 

, *edem Element von M notwendig eines von N und 
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auch nicht notwendig nnr eines. Sind M und N miteinander 
identisch, so ist eine Belegung nichts anderes als eine vollständige 
Funktion in M. (Kap. VIII). 

§ 48. Sei jetzt M a , M b , . . . M n , . . . eine Menge von Mengen, 
so definieren wir als Vereinigungsmenge S = (M m +M>+— !£.+ •-) 
diejenige Menge, welche alle Elemente von M mJ M h , ... M^ . . . 
und nur diese enthält. Im folgenden werden stets die Mengen 
M aJ ... M n ohne gemeinsame Elemente angenommen. Sie bilden 
daher ein komplementäres System von S. 

Es ist ohne weiteres klar, daß die Vereinigungemenge mit 
irgendwelcher Ordnung der Menge N der Indices a, 6, . . . n 
nichts zu thun hat, ferner, daß sie auch schrittweise erfolgen 
kann, indem man N selbst in Teilmengen (a, 6, . . .), (», p . . .) 

zerlegt und zunächst (M a + M b -\ ), (M m + M p -\ ) bildet und 

diese Mengen wieder vereinigt. Für eine endliche Anz ahl zu 
vereinigender Mengen, A, B, C, spricht sich das in den beiden 
Gesetzen (A + B) = (B + A), ((A + B)+C) = (A + (B+C)) ans, 
die man als kommutatives und associatives Gesetz bezeichnet. 

§ 49. Sind die Mengen Jf. , M h , . . . M n alle von gleicher 
Mächtigkeit mit einer Menge M f so nennt man die Vereinigungs- 
menge auch die Verbindungsmenge von M mit N, P = ( J|f m jf\ 
Jedem Element von P ist, wie wir sahen, ein Elementenpaar 
(ro, n) eindeutig zugeordnet und umgekehrt. Man bezeichnet daher 
wohl auch die Menge aller Elementenpaare (ro, n) als die 'Verbin- 
dungsmenge selbst. Da man ein Elementenpaar ebensogut mit 
(ro, n) wie mit (», ro) bezeichnen kann, ist offenbar {M. N) = (2V\ jyy 
Legt man indessen Wert auf die Reihenfolge, so ist {M . N) nicht 
identisch mit (N. M), aber äquivalent, da die Elemente der einen 
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andern durch die Vertauschung umkehrbar eindeutig 
b werden. 

idet man (Jf . N) mit einer dritten Menge P, so ent- 
üenge aller Elemententripel (w, n, p), von denen m in 
r s p in P enthalten ist. Daraus erkennt man die Gül- 
\s associativen Gesetzes ((M .N).P) = (M . (N. P)), 
ie Verbindung dreier Mengen durch (M.N.P) zu be- 

eßtattet. 

= (M + N) und x ein Element von (8 . P) , so ist 
vobei 5 in S,p in Pist. s ist aber nach der Definition von 
r in M oder in JV, d. h. x ist entweder (iw, jp), d. h. in 
*r (w, p), d. h. in (N. 1 ). Umgekehrt ist auch (w, />) 
weil m in 5, ebenso (w, />) in (S.P), weil » in S. Die 
. P) und ( (Ü4T . -P) + (-W • -P) ) 8^^ daher identisch, womit 
nnte distributive Gesetz ausgesprochen ist: ((M+N).P) 

) + (N.I>)). 

igung und Verbindung befolgen mithin die formalen 

r Addition und Multiplikation. 

Als Verbindung irgend einer Menge von Mengen M a , 
* ist konsequenterweise die Menge aller Indices- 

" ~ . . zvl bezeichnen, worin x a aus M a , x b aus 

3f entnommen ist. Sind insbesondere die. Mengen 
\f alle von gleicher Mächtigkeit mit einer 

ist ihre Verbindungsmenge die Menge aller Bele- 
ih und M und wird daher als die Belegungsmenge 
„ -ß ss=s (M") bezeichnet. Speziell ist (M*) die Ver- 
e von zwei äquivalenten Mengen Jf lf M 2 , (M*) die 

m fikr M* M u - s ' f ' wie ffie Verbindxm S ^ **»*«- 

• * " l^list sich die Belegung als wiederholte Ver- 
tilgung, erwoxDf 
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trindung, Sie entspricht daher dem Potenzieren. Für sie gilt 
weder da« assoziative noch das kommutative Gesetz, die ja schon 
fBr endliche Mengen angültig sind. Wohl aber erhalten wir zwei 
distributive Gesetze, die ihr Analogon im Endlichen besitzen, 
nämlich 

(P<-")«((P-).(P')). 

Der Beweis dieser Gesetze macht keine Schwierigkeiten. 

§ 61. Sind M und Jf , N und N' Paare äquivalenter Mengen, 
so sind auch (M + N) und (M' + N') 9 (M . N) und (M* .N 1 ), (M") 
und (M tJf/ ) äquivalente Paare, da die Zuordnungen, die M auf AT, 
N auf N' abbilden, auch die drei anderen Paare einander um- 
kehrbar eindeutig in ihren Elementen zuordnen. Man kann daher 
die drei Operationen als Operationen mit Mächtigkeiten allein 
ansehen und nennt sie dann einfach Addition, Multiplikation und 
* Potenzierung. Bei der Bezeichnung dieser Operationen benutzt 
man die gleichen Zeichen, wie bei dem Operieren mit den Mengen 
selbst, nur läßt man die Klammern nach den üblichen elementaren 
Kegeln weg, soweit es angängig ist. Sind nt, n, p die Mächtig- 
keiten von M, N t P, so sind m + it, m.n, m n die Mächtigkeiten 
der Vereinigungs - , Verbindungs- und Belegungsmenge und es 
gelten die Sätze: 

XLII. m + (n + p) = (m + n) + p, m . (n . p) = (m . n) . p 
XLIII. m + n = n + m m.n = n.m 

XLIV. (m+n)p — tnp+np, (m.n) p = mMi*, p"* 11 = p TO .pn. 

§ 62. Alle drei Operationen haben wir schon kennen gelernt 
z. B. ist die Menge der ganzen Zahlen die Vereinigung der Menge 
der geraden und der der ungeraden Zahlen. Alle drei haben die 
Mächtigkeit * t , so daß wir finden: 
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*o + *o = «oi d.h. 2.k = k , 

woraus leicht n . k = K für jedes endliche n folgt. 

Sodann bildeten wir beim Punktgitter die Verbindongsmenge 
von @ mit sich selbst, d. h. alle Indicespaare (tn, n). Da diese 
Menge wieder abzählbar ist, folgt: 

und daraus sofort 

M* =: M 
o ^^ o 

für jedes endliche n. 

Ferner bildeten wir in den Kettenbrüchen die Menge aller 
vollständigen Funktionen in ®, deren Mächtigkeit höher als K 
ist, nämlich die des Kontinuums. Diese Menge ist die Belegungs- 
menge (©*), d. h. es ist 

■%> "^ "*o * 

Da jede Zahl zwischen und 1 auch durch einen unendlichen 
Dezimalbruch eindeutig beschrieben ist, ein solcher aber nichts 
anderes ist , als eine Belegung von @ mit den zehn Ziffern , ist 
die Mächtigkeit des Kontinuums auch gleich 10*% und da die 
Wahl der Zehn als Basis offenbar der Willkür entspringt, auch 
gleich n*°, worin n > 1. Somit ist : 

k o *o — 2«o = 3*0 = n*o . 

§ 53. Die Mächtigkeit tn m ist ganz allgemein die der Menge 
aller vollständigen Funktionen, die zu einer Menge von der Mäch- 
tigkeit m gehören. Aber auch für die Mächtigkeit 2 m können wir 
eine einfache Deutung geben. Sei M eine Menge der Mäch- 
tigkeit m, so ist 2 m die Mächtigkeit der Menge aller 
Teilmengen von M. Jede Belegung von M mit den Elementen 

Abhandlung«!» dar FriM'tchen 8chule. L Bd. 39 
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a, b einer Menge der Mächtigkeit 2 teilt nämlich M in zwei 
komplementäre Teilmengen M 17 K, , von denen die eine alle mit 
a, die andere alle mit b belegten Elemente enthalt. 

Legt man statt der Zahl 10 die Zahl 2 als Basis der Zahlen- 
darstellung zn Grunde, so erhält man das dyadische an Stelle 
des dekadischen Zahlsystems. Das dyadische Zahlsystem 
braucht nur 2 Ziffern, und 1, und in ihm ist jede Zahl zwischen 
und 1 durch einen dyadischen Bruch, d. h. eine Entwicklung 
nach fallenden Potenzen von 2, dargestellt. Z. B. 

0,101101 = i + | + i+1 v + A + A - « 

0,1010101 ... = i + i + & + Tis + --- = i(l + i + T**+ & + .-.) 

Jeder dyadische Bruch ist aber umkehrbar eindeutig einer 
Teilmenge von ® zugeordnet, nämlich den Nummern derjenigen 
Stellen, die mit einer 1 belegt sind. Das erste Beispiel entspricht 
der Menge (1, 3, 4, 6), das zweite der Menge aller ungeraden 
Zahlen. 

§ 64. Als letztes Beispiel sei der in § 44 abgebrochene Be- 
weis herangezogen. Es handelte sich um die Menge A(Af), die 
entsteht, wenn für jedes Element v von M eine Menge ®(v) ein- 
gesetzt wird. Diese Menge A(Jlf) ist also die Vereinigungsmenge 
der Mengen 0(y\ v ist der Index der Menge <&(v), M die Menge 
der Indices. Es war ferner angenommen, daß #(v) die Mäch- 
tigkeit K y nicht übersteige. Sei nun N eine Menge dieser Mäch- 
tigkeit, so läßt sich jede Menge Q(y) einer Teilmenge von N 
zuordnen, d. h. zu jedem Element x in $(v) gibt es in N ein 
entsprechendes q, so daß jedem Element von A(Jf) ein Indicespaar 
(1/, q) zugeordnet ist. A(Jf) ist damit einer Teilmenge von (M • If\ 
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Lent, seine Mächtigkeit, um deren Bestimmung es sich han- 
nicht höher als das Produkt der Mächtigkeiten von M 

e Bestimmung des Produktes zweier Alefs ist nun Gegen- 
ler nächsten Kapitel, die sich mit wohlgeordneten Mengen 
»ziellen beschäftigen. Wir werden in § 77, Satz LXVII 
daß das Produkt *« . *p gleich K a ist, wenn * ß nicht größer 
ist. In unserem speziellen Fall ist M nicht von größerer 
gkeit als N, daher J/- N ~ K y , somit ist A(Jf), d. h. auch 
mes f* der Typen in M nicht von größerer Mächtigkeit. 
jringerer Mächtigkeit kann p auch nicht sein, da unter den 
in M solche de« K r vorkommen sollen. Demnach ist p genau 
r Mächtigkeit * r . 

XVI. 

Kalkül mit Ordnungszahlen. 

>5. Die Vereinigungsmenge einer endlichen oder unend- 

Reihe von Mengen M mf M„ M n . . . kann wohlgeordnet 

wenn jede der Mengen M m , M> . . . und die Menge N der 

a b .... n wohlgeordnet ist. Letztere kann insbesondere 
wohlgeordnet werden, wenn sie endlich ist, so daß für eine 
i Anzahl von Mengen M , , Af, . . . M m nur angenommen zu 

braucht, daß die Mengen selbst Wohlordnung besitzen. 

seien a: , y zwei Elemente der Vereinigungsmenge. (Je- 
de zu derselben Menge M n , so ist bereits durch deren 
dnung eine Ordnung zwischen x und y vorgeschrieben und 
halten wir bei. Gehören dagegen x und y zu zwei ver- 
ien Mengen M,, M ni so ist durch die Wohlordnung der 

eine Ordnung zwischen p und n vorgeschrieben. Diese 
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übertragen wir auf x und y : Ist x in Mp , y in M n und p -< », 
so sei auch x^zy. 

Auf diese Art ist zwischen zwei Elementen x,y der Vereini- 
gungsmenge, sofern sie von einander verschieden sind, stets eine 
der Beziehungen #~<y, y-<# eindeutig festgelegt. Der Nach- 
weis der Fostulate Ic— IIIc sowie der Wohlordnung (§ 33) kann 
dem Leser überlassen bleiben. 

Die so geordnete Vereinigungsmenge bezeichnen wir unter 
Weglassung der Klammern mit M m + M b -\ — M u + ... . Wir 
beachten, daß das associative Gesetz A + (B + C) = (A + B) + C 
nach wie vor erfüllt ist, daß dagegen das kommutative seine 
Gültigkeit verloren hat, weil die Anordnung der Indices wesent- 
lich für unsere Ordnung der Vereinigungsmenge ist. 

Sind die Mengen M a und M tf , M b und M^, . . . M n und M„ ähn- 
lich und ebenso die Indicesmengen (a, fc, . . . n . . .) und (a, /5, . . . 
v . . .) , so sind auch die Vereinigungsmengen ähnlich ; dies be- 
rechtigt uns, die Operation als eine Vereinigung von Ordnungs- 
typen fi a , ft 6 , . . . fi H . . . aufzufassen. Diese Operation befolgt also 
das Gesetz: 

XLV. P + (? + q) — (P + tf + Q = f* + * + P • 

Dagegen ist p + v von v + p im allgemeinen verschieden. 
Beachtet man aber, daß M + N und N+ M nur verschiedene Ord- 
nungen derselben Menge darstellen , so ergibt sich , wenn auch 
nicht die Ähnlichkeit, so doch die Äquivalenz von p+v und f + ft: 

XL VI. f* + f r>j v + (i. 

§ 56. Sind alle Mengen M a , M b , . . . M m . . . ähnlich (nicht nur 
äquivalent!) zu ein und derselben Menge M, so entspricht jedem 
Element x der Vereinigungsmenge ein Paar von Indices (*t, n) 
von denen tn das zu x zugeordnete Element in M , n der Index 
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ac enthaltenden Menge M n ist. Zwischen zwei Elementen 
(*w, *0 y = (PfQ) besteht die Beziehung x~<y, wenn ent- 
er n — < q , oder n = g, m -<p ist. 

Hiermit ist eine Wohlordnung der Verbindungsmenge 
ZV 7 ) ausgesprochen, die eine folgerichtige Weiterbildung der- 
en der Vereinigungsmenge vorstellt. Die so geordnete Ver- 
ingsmenge bezeichnen wir mit M- N, ihren Typus mit fi • v, wenn 
lie Ty-pen von M, N sind. Sie besteht aus allen Elementen- 
3n (#**, n)j m in Jf, n in N 9 und bei der Ordnung (m, n) -< (j>, q) 
zuerst die Ordnung zwischen n und q, und erst, wenn n = q, 
zwischen in und p den Ausschlag. Es befremdet im ersten 
mblick, daß trotzdem in dem Symbol M - N die Menge 2T, die 
srste Kriterium abgibt, an zweiter Stelle steht. Dies ist aber 
i gewisse Analogieen mit der Operation p + v als das zweck- 
sjere geboten. (Vgl. § 60). 

§ 57. Bilden wir aus drei Mengen Jf, JV, P die Verbindungs- 
e (M.N^.JPj so ist ihre Ordnung folgendermaßen definiert: 
• = (s, p), V = (*'> P% *> s ' ** ( M - N )> P>P' in P, so ist z-cy 
ns wenn p~*zp't zweitens, wennp = p', s—cs'. Nun ist aber 
£. s _- (tn, n), s* = (m f , n') und s-^s 1 erstens, wenn n -< n', 
iens wenn n = n\ m -< m'. Daraus ergibt sich durch Zu- 
lenfassen : Es ist x definiert durch das Tripel (m, w, p), y durch 
/ j/) und es ist x^<y: erstens, wenn p^p'; zweitens, wenn 
p' n^zn' ; drittens, wenn p = p', n = n', w -c m'. 
hieraus ergibt sich mühelos das associative Gesetz: 

(M.N).P = M.(N.P) = M.N.P 
aas entsprechende für Ordnungstypen 
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Die Menge M.N ist dagegen anders geordnet, als N. M, so 
daß das kommutative Gesetz seine Gültigkeit einbüßt. Da aber 
die Menge M.N und N.M nur durch die Ordnung unterschieden 
sind, während sie in den Elementen übereinstimmen, sind sie immer- 
hin äquivalent, d. h. es ist : 

XLVIQ. [L.V nsjv.fi 

§ 68. Zwischen der Addition und der Multiplikation der Ord- 
nungszahlen besteht ein distributives Gesetz, nämlich 

XLIX. p(f* + *0 — QP + Qv 

dagegen das zweite nur in der Form 

L. (f* + v)Qrv (IQ + VQ. 

Seien nämlich x, y zwei Elemente von p (f* + v), so sind sie 
auch Elemente von pp + pv, da beide Mengen nach § 49 aus den- 
selben Elementen bestehen. Wir haben daher nur die Ordnung 
nachzuprüfen. Nun ist x = (r, s), y =■ (*•', s'), r, r' in p, s, &' 
in p + v. Ist zunächst s = s', so sind beide zugleich in p oder 
in v, also x, y beide zugleich in p p oder in p v. Ihre Ordnung 
ist die von r, r', also die gleiche in p(p + v) wie in pp + pf. Ist 
dagegen s von s' verschieden, so sind 3 Fälle möglich, jenachdem 
beide in p, in v, oder eines in p, eines in v enthalten sind. In allen 
dreien übersieht man wiederum leicht die Übereinstimmung der 
Ordnung in p(p + v) und pp + qv. Gerade der letzte Fall, s in p, 
s' in v zeigt aber auch, daß die Ordnungen in (p + v) p und pp + v p 
nicht übereinstimmen. Es ist dann nämlich x = (s, r) in ftp, 
y = (s'y r*) in vp, also in pp + vp:#-<y. In (p + v)p dagegen 
richtet sich die Ordnung nach der von r } r', kann daher die um- 
gekehrte sein. 

§ 59. Einige einfache Beispiele mögen das vorstehende er- 
läutern. Setzt man einer Menge vom Typus © ein Element vor. 
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so ändert sich der Typus nicht. Es ist 1 + o? = m. Dagegen ist 

o» + 1 ein von m verschiedener, nämlich der nächst höhere Typus. 

Es ist also 

co + 1 >- 1 + <o. 

Ersetzt man weiter jedes Element der Menge l,2,3,...n,... 
vom Typus © durch h Elemente «., &», c «> ••• *»» so entsteht die 
Menge vom Typus k.co: 

die wieder vom Typus a ist. Dagegen hat die Menge co.k den 
T^ppus 

ist also von höherem Typus als co, da der zu ^ gehörige Abschnitt 
schon von Typus co ist. Es ist daher: 

ä.co = co, co.&>~ &. a>. (& endlich) 

Zugleich sieht man, daß co. & aus h hintereinandergesetzten Mengen 
vom Typus © besteht. Es ist in der Tat allgemein nach dem 
distributiven Gesetz XLIX: 

« + a = a(l + 1) = a.2, a.2 + a = a.3 etc. 

Daraus folgt für a = a + 1: 
(e>+l).2 = (a>+l)+(a> + l) = a>+(l + a>) + l = a+m+1 = ».2+1, 

d. h. es ist 

(a> -Fl). 2^ cd. 2 + 2 

Hiermit ist für jedes der nicht gültigen Gesetze ein besonderes 
Beispiel aufgewiesen. 

xvn. 

Ungleichungen und Umkehrungen. 

§ 60. Aus der Definition von M + N und p + v geht ohne 
weiteres hervor, daß M ein Abschnitt von M + N ist, also ist stets : 
LI a. p + v >- p 
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Ist umgekehrt M-<jS, so heißt dies, daß S einen zn M ahn- 
lichen Abschnitt AT besitzt. Die zn M komplementäre Menge sei 
N, so ist S = M +N. Nennen wir p, 6 und v die Typen von 
M, S und iV, so folgt aus p -< 6 die Existenz eines (von Null ver- 
schiedenen) Typus v, für den p + v = tf wird. Dieser Typus ist, 
wie man sieht, eindeutig bestimmt. 

Während der Ordnungstypus eines Abschnittes A(m) das 
Element m eindeutig bestimmt und zu jedem Typus p'^f* auch 
ein Abschnitt gehört, bestimmt der Typus eines Bestes B(m) das 
Element nicht eindeutig und es gehört nicht zu jedem Typus 
unter p ein Rest. Z. B. haben alle Reste des Typus <o wieder den 
Typus <d. Mit Sicherheit läßt sich also nur sagen, daß der Typus 
eines Restes nicht höher sein kann, als der der Menge, d. h. 

LI b. p + v = v. 

Ist a-zßj so ist a ein Abschnitt von /J, ß = a + y. Daraus 
folgt weiter p + ß = p + (a + y) = (p + a) + y } also ist f* + « ein 
Abschnitt von p + /i Ebenso folgt /3 + p = a + y-fp, daher ist 
a + p eine Teilmenge von + p, daher sicher nicht höher als ß + p : 

LIc. Aus «-</? folgt p + a-<p + /3 und a + p^ß + p. 

Ferner folgt aus /J = a + y auch p/3 = p(« + y) = pa + py, 
also fia^cfiß. Zugleich wird /3 p = (a-fy)p. Das distributive 
Gesetz läßt sich hier nicht anwenden. " Sind aber A, C, M Mengen 
von den Typen a,y t (i, so stimmt A . M in seinen Elementen und 
ihrer Anordnung mit einer Teilmenge von (A + C) . M überein, 
ist daher nach Satz XXVII (§ 38) gewiß nicht von höherem Typus 
*l8(A+C).M. D.h. 

Lid. Aus a~<ß folgt pa-cp/3 und ap^£/Jp. 

Die Sätze LIc und d enthalten diejenige Analogie, welche 
in § 66 der Bezeichnung M. N vor N. M den Vorzug gab. In beiden 
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en ist es die durch das Vorsetzen angedeutete Operation, 
ms der Ungleichung wieder eine Ungleichung macht. 
Durch logische Umkehrung schließt man aus LIc und d: 
. Aus p + a^zp+ß, a + p^zß + p, pa-<pß f ap^zßp 

folgt stets: a—=/3. Aus p + a = p + ß } pa = pß 

folgt stets a = ß. 

§ 61. Die vorangehenden Betrachtungen enthalten bereits den 

lie Umkehrung der Addition wichtigen Satz: 
Ist cc^*zß, so gibt es eine und nur eine Zahl g, 
die der Gleichung « + g = ß genügt. 

SVir müssen weiterhin auch die Multiplikation umzukehren 

chen und werden dabei folgendes Resultat finden : 
Ist a^zß, so gibt es eine und nur eine Zahl £ 
die den Bedingungen ß^a% und ß^z a (l + l) 
genügt. Sie bestimmt daher eindeutig eine 
Zahl Q^^cc 9 die mit ihr zusammen der Gleichung 
ß = a g + Q genügt. 

!um Beweise dieses Satzes beachten wir, daß jeder Abschnitt 

ypus §i . v die Form pv' + p' hat, worin v' und p' Abschnitte 
und ft sind. Sind nämlich M, N zwei Mengen von den Ord- 

fcypen fi und v und x = (m,ri) ein Element von M.N, so 

it der Abschnitt A (x) aus allen Elementen (m', n') für die 

i 7 m' beliebig ist, und aus allen Elementen (m', n), für die 

n ist- Die ersten bilden eine Menge vom Typus p v\ worin Jl 

Typus von A(ri) in N, die zweiten eine Menge vom Typus fj 

A (tri) in M, und da die ersten wegen n'^^n vor die zweiten ,J 

let sind, folgt unsere Behauptung. 

un besteht (nach Lid), wenn 1-c« angenommen wird, 

1 gibt den Trivialfall ß = 1 . ß + 0) die Ungleichung ß ^ a ß. <*< 



1 
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Ist ß aas aß f so ist unser Satz erwiesen, g = ß, q = 0. Ist 
ß^zaßy so ist es ein Abschnitt von aß, also von der Form a$ + p, 

§ 62. Ans der Darstellung der Abschnitte von p v folgern wir 
noch einen einfachen Satz über die Reste von pv, der analog zu 
beweisen ist: 

LIV. Jeder Rest von p* hat die Form tf + pr, worin 6 
Rest von p and 1 + r Rest von v ist. 
Ist nämlich pv' + p' der zu dem gegebenen Rest p komple- 
mentäre Abschnitt, so ist p = p' + 6, 6 der zn p' komplementäre 
Rest, v ss. v' + (1 + t), 1 + r der zn v' komplementäre Rest. (Da 
ein Rest mindestens ein Element enthält, nämlich dasjenige, zn 
dem er gehört, so ist der kleinste mögliche Rest sicher vom Typus 1, 
so daß sicher jeder Resttypus auf die Form 1 + r gebracht werden 
kann. Im allgemeinen wird % auch ein Resttypus sein, er kann 
aber auch sein nnd ist dann gewiß kein Rest.) Um nun zu zeigen, 
daß q die Form 6 + (it hat, bilden wir die Vereinigung von q mit 
seinem Abschnitt nnd sehen, daß dieselbe pv ergibt. In der Tat ist 

(ßv' + (i') + (6 + (lt) = pi>' + (p' + tf) + pT = fiv' + (l + (lt 

= p(v' + l + t) = pv. 

Damit ist LIV bewiesen. Wir ziehen daraus einen einfachen 
Schloß. Wenn eine Menge ein letztes Element besitzt, so ist dieses 
ein Rest vom Typus 1. Wenn nun pv ein letztes Element hat, 
so muß es möglich sein, 6 nnd r so zu bestimmen, daß 1 = 6 + p t 
wird. Wäre *>-l, so wäre a fortiori tf + pr>-l. Daher kann 
nur 6=1 sein, denn da es Rest von p ist, kann 6 nicht den 
fiktiven Abschnittstypus haben. Aus 1 = 1 + pr folgt aber 
weiter = pr, also % = 0, demnach 1 + t = 1. Es haben also 
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p und v je einen Rest vom Typus 1, d.h.: Besitzt pv ein letztes 
Element, so auch p und v einzeln. — 

§ 63. Sei ß eine beliebige unendliche Ordnungszahl, so läßt 
sie sich nach Uli auf die Form m . | + q bringen, worin p -< ©, 
d. h. endlich ist. Ist q nicht null, so besitzt daher ß ein letztes 
Element. Besitzt umgekehrt ß kein letztes Element, so ist ß = <d . |, 
d.h. eine Limeszahl. 

LV. Ein Limestypus ändert sich nicht, wenn jedes 
seiner Elemente durch eine endliche Anzahl 
von Elementen ersetzt wird. 

Der Satz ist bereits im Kapitel VI, § 17 für den Typus a> 
bewiesen worden, nur daß die Fassung des Satzes XV die Ordnung 
nicht betont, da es sich dort lediglich um die Mächtigkeit handelt. 
Der Beweis des Satzes bringt aber bereits die Unveränderlichkeit 
des Ordnungstypus klar zum Ausdruck. Auch überzeugt man sich, 
ohne zurückzugreifen, leicht, daß jeder Abschnitt desjenigen Typus, 
der aus <d durch das Einsetzen endlicher Mengen entsteht, wieder 
endlich, der Typus selbst also wieder <d ist. 

Wie nun die Gleichung ß = co £ zeigt, ist ß die Vereinigungs- 
menge einer Menge o a , <d, , ... a> kt ... von Typen a», deren Indices 
den Typus {; bilden. Da keine einzige dieser Mengen ihren Typus 
ändert, wird auch der Typus von ß durch das Einsetzen endlicher 
Mengen für jedes Element nicht geändert, was zu beweisen war. 

Eine noch einfachere Betrachtung zeigt, daß durch das Vor- 
setzen einer endlichen Anzahl n von Elementen kein Typus, der 
unendlich ist, geändert wird. Es gilt offenbar zunächst von a», 
denn die Abschnitte von n + m sind alle endlich, was bereits im 
vorigen Kapitel für 1 + a» = a> gezeigt war. Ist nun ß >- a>, so 
ist ß = <d + f , also n + ß = w + (<o+p) = (n + a>) + Q = a> + q= ß. 
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Hieraus läßt sich folgern, daß auch n + ßruß ist, ein Satz, 
der bereits für alle transfiniten Mengen in Kap. VII bewiesen ist 
(Satz XYIII). Überhaupt lassen sich an dieser Stelle bereits eine 
ganze Anzahl von Resultaten über Mächtigkeiten ableiten. Wir 
hatten in § 19 gesehen, daß das Punktgitter die Mächtig- 
keit K besitzt. Die Typen cd co und co sind also von gleicher 
Mächtigkeit. Ist nun ß = co • £ + p, so ist nach XL VI ß ™ q + cd • g, 
und da q endlich ist : ß rv cd • £. Nun ist weiter £ = m • rj + t$ und 
analog | ~ © 17. Setzt man andererseits £ in ß rv> cd • % ein, so 
wird : ß oj co cd • vi rv (co • co) • y rsj co y n*j jj. D. h. : Ist ^ ~ o • | + p, 
so ist auch ß <~ |. Das gleiche folgt auch aus einem Ansatz 
ß = g . cd , denn es wird | • cd <^ cd • £ ™ | nach Satz XL VIII. 
Diese Betrachtungen führen aber nicht zu einem allgemeinen Satz 
über das Produkt zweier Alefs. 



XVÜL 
Die Hauptzahlen. 

§ 64. Als Hauptzahl oder Haupttypus definieren 
wir eine Zahl, die allen ihren Resten gleich ist. 

Es gibt eine und nur eine endliche Hauptzahl, nämlich 1. 
Sie besitzt nur ein Element, also nur einen Rest, und der besteht 
aus diesem einen Element. Unter den unendlichen Typen ist sicher 
cd ein Haupttypus. 

Ist h eine Hauptzahl, a^zh y so ist a ein Abschnitt von h 
daher nach der Definition 

ä = a + h. 
Diese Gleichung kann umgekehrt als Definition der Hanptzahl 
gelten. Denn sie sagt aus, daß a ein Abschnitt von /*, also sicher 
a-<A ist, und daß der zugehörige Rest wieder den Typus h hat. 
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Zugleich aber sehen wir ans ihr, daß ein Hanpttypns sich 
nicht ändert, wenn man einen niederen Typus voran- 
setzt. Z. B. ist für endliche n stets n + a> = m. 

Ist weiterhin a -< A, so ist nach LIII h = ak + $, q -< a, also 
Q^h; dies ist nur möglich für q = 0, sonst wäre q ein Best 
von A, also gleich % and nicht niederer. Daraus folgt: 

Ein Haupttypus ist Multiplum jedes niederen 

Typus, 

h = ah 

k ist wieder ein Haupttypus. Denn wäre h = ß + k', 
A'—cfc, so folgte durch Multiplikation mit a: h = ak = aß + ak? 
und ak' -<ai, i. e. ak' -<ä, gegen die Definition von A. 

Zugleich gilt die Umkehrung: Ist k ein unendlicher 
Haupttypus, so auch ak. Nach LI V hat nämlich jeder Rest 
von ak die Form tf + or, worin 1 + r Rest von A, also 1 + r = k, 
und da k unendlich, r = k. Nun ist 6 + ak als Rest von oft sicher 
nicht höher, nach LIb aber auch sicher nicht niederer, demnach 
gleich ak, d. h. ak ist ein Haupttypus. 

Daß für den endlichen Haupttypus 1 der Satz nicht gilt, ist 
klar, da a • 1 = a. 

§ 65. Ist a eine beliebige Zahl, so ist ao ein Haupttypus 
und aw>-a nach LI d, es gibt also über a Haupttypen. Unter 
diesen ist einer der niederste, nämlich aco selbst: Sind k und h 
Haupttypen über a und k~<h f so ist zunächst nach dem vorigen 
Paragraphen k = ak', h = ah' } und aus eck' ^< ah' folgt nach LI e: 
k' -< h'. Da weiter k' und h' Haupttypen sind und cd der niederste 
unendliche, ist aco^A, wenn h ein Haupttypus über a ist, d. h. 
aa ist der auf a unmittelbar folgende Haupttypus. 

Es gibt aber auch unter allen Haupttypen unterhalb a einen 
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höchsten, falls a nicht selbst ein Haupttypus ist. Dies beweisen 
wir auf Grand folgenden Satzes: 

LVI. Der Limes einer Menge von Hanptzahlen ist selbst 
eine Hauptzahl. 
Nehmen wir ihn zunächst als bewiesen an, so sei a ein Typus, 
unterhalb dessen ein höchster Haupttypus nicht existiert. Dann 
sei k der Limes aller Haupttypen A-<a, und es ist fc = a nach 
dem Limesbegriff. Da nach LVI k selbst ein Haupttypus ist, ist 
t -< a ausgeschlossen, weil ja dann k selbst zu den Typen gehörte, 
deren Limes er sein soll. Es ist also a =* fc, d. h. a ein Haupt- 
typus. Und ist öl kein Haupttypus, so muß es demnach unter den 
Haupttypen h^ca einen höchsten geben; diesen nennen wir den 
höchsten in a enthaltenen Haupttypus oder schlechtweg den 
„höchsten Haupttypus von a u . Diese Begriffsbestimmung 
dehnen wir auf den Fall aus, daß a ein Haupttypus ist ; wir nennen 
dann a selbst seinen höchsten Haupttypus. Das Resultat fassen 
wir in folgendem Satz zusammen: 

LVU. Zu jeder Zahl a gibt es eine Hauptzahl A, die 
folgenden Bedingungen genügt: 

A^=a-<A<D, ha = am. 

Nun bleibt noch der Beweis zu LVI nachzutragen. Wäre der 
Limes H einer Menge M von Haupttypen A kein Haupttypus, so 
besäße H einen Best von niederem Typus, d. h. es wäre H = 
a + ß, ß^zH. Da eo ipso a -< H, gäbe es in M einen Typus A, 
für den a-<A, ß-<h, daher a + /3-<a + A wäre. Da A ein Haupt- 
typus, wäre a + A = A, also H~<h gegen die Definition von H. H 
ißt also ein Haupttypus. 
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§ 66« Da nacji § 63 (Schluß) hojfao und a r>j am, folgt so- 
gleich arsjh ans hm = am, d. h. 

LVm. Eine transfinite Zahl hat die Mächtigkeit ihres 
größten Haupttypus. 

und daraus: 
LIX. Jede Anfangszah] ist eine Hauptzahl. 

Denn sonst ginge ihr ein Haupttypus gleicher Mächtigkeit 
voran, sie wäre also keine Anfangszabl. Es gibt also zn jeder 
Mächtigkeit Hauptzahlen. 

§ 67. Ganz analog wie die Alefs kann man nnn anch alle 
Haupttypen dnrch einen Buchstaben, etwa h, mit einer Ordnungs- 
zahl a als Index bezeichnen, wobei a der Typus der Menge aller 
vor h a gelegenen Hauptzahlen ist. Danach ist zunächst 1 = h , 
m = h x , m - m = h % , allgemein 
(1) h a+1 = h a • m = h a • \ 

und ferner (2) Ä a -<Ä* wenn a^cß und umgekehrt. 
Für diese Indicee gilt nun der Satz: 

( 3 ) h a' h ß = K+ß- 

Es sei nämlich a beliebig, ß = 1, so gilt (3) nach (1). Sei 
weiterhin £ die erste Zahl, für die h a -h^ von A a +j verschieden 
ist, so ist entweder Ä a Äj-<Ä a+ g oder A a Äg>-Ä a+ g. 

Nnn ist h a h^ sicher ein Haupttypus und höher als h a , also 
*a*{ — *«+«• I m ersten Fall, A a Ag-<Ä a+ g, folgt danach 
A a +,j^<Ä a+ £, worans nach (2) und (LId,e) q^i, \~<\i 
h a h n ^ch a h^, endlich ^„h^^zh^^ folgt, gegen die Annahme, daß 
für alle Zahlen unter g (3) gültig sein soll. 

Andererseits ist Ä a +g sicher höher als h a , also Ä a +| = h a -h{, 
worans im zweiten Fall successive folgt: h m h^^^h a h^, Ag>-Af, 
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6^£, a + 65-a + g, *«+{ = Ä a Ä t >-Ä a+ j, wiederum gegen die 
Definition von £. 

Demnach ist (3) allgemein gültig, d. h. die Indices besitzen 
die charakteristische Eigenschaft der Exponenten. Da nun 
Äj = co, \ = co • a> = ©* , Ä f = cd* • co = ©• u. 8. f., so bezeichnen 
wir allgemein den Haupttypus vom Index a mit co" und haben 
damit alle Potenzen des Typus 00 definiert. 

§ 68. Diese Definition ist nicht nur formal, sondern auch 
sachlich vollkommen verschieden von der der Mächtigkeitspotenz. 
Dies möge an einem einfachen Beispiel gezeigt werden. Die Typen 
co, co*, co s , . . . sind nichts anderes als Vereinigungsmengen von © 
mit sich selbst, ©,©*,©*, u. s. f. Speziell ist jedes Element von 
a>* ein Indexpaar (m, n) ; co* ist die Menge aller Indicestripel 
{m,n,p\ worin m,n,p ganze Zahlen und die Ordnung der Elemente 
die bereits früher definierte ist. 

Betrachten wir nun den Limes aller Typen cd* für endliches 
w. Es ist, da alle Haupttypen sind, co* = co + co* , co* = m + co' + cd*, 
co" = <o + <o* + ' • • co" u. s. f., daher der Limes gleich co + af + co* - - . 
in inf. Dieser Typus ist nach der Definition des Exponenten mit 
co zu bezeichnen. Jedes seiner Elemente ist in einem Typus cd* 
mit endlichem n enthalten, daher durch eine endliche Anzahl ganzer 
Zahlen darstellbar, da ihm n Indices in co" entsprechen. Nach 
dem Satz der endlichen Bezeichnung 1 ist somit co ein 
abzählbarer Typus, während k *° als die Mächtigkeit 
des Kontinuums erkannt war. 

Es ist leicht, die Menge © direkt nach dem Typus co™ z u 



1 Jedes Element ist durch die 10 Ziffern und ein Trennungszeichen zur 
Unterscheidung der n Indices, etwa ein Komma, darstellbar. 
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en. Jede ganze Zahl läßt sich nämlich eindeutig in eine end- 
Anzahl n von Primfaktoren zerlegen. Die Reihe der Prim- 
n hat selbst den Typus a, weil sie einerseits Teilmenge von 
idererseits unendlich ist, was schon Euklid bewies. 
lind nun p, q zwei ganze Zahlen, so denken wir beide in ihre 
aktoren gespalten und diese der Große nach geordnet. Ist die 
ler Paktoren in q größer, als in p, so ordnen wir p vor q. 
e gleich, so suchen wir in p den ersten Primfaktor, der 
an entsprechenden in q verschieden ist und ordnen die Zahlen 

er Große dieser Primfaktoren. Hiernach entsteht folgender 'I' 

igstypus: 

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, ... | 4, 6, 

22, 26, 34, 38, . . . | 9, 15, 21, 33, 39, 51, . . . | 25, 35, 55, 65, 
.. | 49, 77, 91,... |121, 143, 187,... | |... 

12, 20, 28,... | 18, 30, 42, 66,... | 50, 70, 110,... | ... 
7, 45, ... | 76, 105, 166,... | ... | ... 

teilt die Reihe der Primzahlen; ihr folgt die Reihe der \\ 

on der Form 2p, p eine Primzahl = 2, dieser 8p, p ^ 3, 
> ix. s- f. Sodann folgt die Reihe 2 • 2p, p ^ 2, 2 . 3p, 
- &j> 9 p^&> n,s. f. Weiter 3-3i?, ^^3, 35jp, ^^5 D 

Typus ist <o w ; seine Abzählbarkeit ist evident. Ja 

nlicfaer Weise kann man die Menge der Rationalzahlen ; \ 

y uxxd 1 **<* dem Typus m w ordnen. Denn jeder Ra- \* 

erE -fe S prechen die (in endlicher Anzahl vorhandenen) Nenner 

k^^bruchentwicklung , die ein w-tupel ganzer Zahlen j 

-*>ei erhielte man die Anordnung: 
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L _L JL _L _L 

1 ' 2 ' 3 ' 4 ' 5 ' *■' 



1 + i' 1 + i' 1+i' "• 2 + i' 2 + J' 2 + i' 

iif +i ' ITT +i ' iTT +1 — 



• • • • • • • 



i + i +i ' i + i +i ' i + i+i' 



• • 



2 + i +i '2 + i + i '2 + i + i 



j • • . 6T»C 



Die Cantorsche Normalform. 

§ 69. Den Betrachtungen des folgenden Kapitels stellen wir 
folgenden allgemeinen Satz voran: 

LX. Wenn jede Teilmenge einer geordneten Menge JH 
sowohl ein erstes wie ein letztes Element besitzt, 
so ist M endlich 1 . 

Denn zunächst ist M wohlgeordnet, daher mit o komparabel 
hinsichtlich der Ähnlichkeit. Wäre aber M>~a> f so wäre der zu 
co ähnliche Abschnitt, und wäre MC^a, so jeder Rest von M 
eine Teilmenge ohne letztes Element. Daher ist M -< a>, d. h. einem 
Abschnitt von cd ähnlich, also endlich. 



1 Diese Eigenschaft endlicher Mengen ist ein fruchtbares Ergebnis der 
mengentheoretischen Untersuchungen. Auf sie stützen sich eine ganze Reihe der 
schönsten Vereinfachungen zahlentheoretischer Betrachtungen, die man in neuerer 
Zeit ausgedacht hat. Vgl. Kap. XXVII. 



9. 70. 



— 585 — 



~t für den Beweis > daß es ein bestimmtes sei. Das erste wird 
* ine w»UJ cttr ^ c ' ,e Au8wan l anzuwenden. 
** :ö 40* 



■I 



•t 



Daraus folgt sofort weiter : 

I. Seien M,Nzwei wohlgeordnete Mengen und um- 
kehrbar eindeutig so aufeinander abgebildet, 
daß aus ™^m'in2tf zwischenden entsprechenden 

Elementen^fw^^^Oin^dieOrdnung^^)^,,^) 
folgt, so sind beide endlich. 

Sehen wir zunächst von der Wohlordnung ab und betrachten 
Teilmenge M 9 von M und die entsprechende N' = y (Jf ) in 
Besitzt M 9 ein erstes Element w, so ist <p(m) letztes in N' 
aus m^zm 9 für jedes m' in M' tp{m)^<p(m') für jedes Ele^ 
<p (tn') von N' folgt. Ist also M wohlgeordnet, so besitzt 
eilmenge von N ein letztes Element, zugleich aber ein erstes 
auah N wohlgeordnet ist, woraus nach LX die Behauptung 

70. Nunmehr beweisen wir sogleich, als Anwendung von 
^lgenden Satz: 

Die Menge aller Ordnungszahlen, welche Reste 
einer gegebenen Ordnungszahl sein können, 
ist endlich. 

ämlich q der Typus eines Restes R(a) einer wohlgeord- 
5 üf, nnd a unter allen Elementen von gleichem Rest- 
es erste 1 - Es ist durch q eindeutig bestimmt, ebenso 
-^ & durch a. Die Menge R der Resttypen q ist als ! 

PXX Type** wohlgeordnet, die Menge A der Elemente a als 
» ^ron M. Sind q, 6 Elemente in Ä, a, b die entsprechenden 
U** QO^H(fl)i * & * (&)• Daher folgt aus q ^ * sogleich 



v. 



I 

l|r. 
V 



— 586 — § 70. 71. 

R(a)^R{b) und nach § 38 (Schluß) a^b. Nach LXI sind daher 
A und R endlich. 

Der höchste unter den Typen q ist der Typus p der Menge 
selbst. Der niederste und nur dieser ist ein Haupttypus. Denn 
ist (S^zq, so ist 6 ein Rest von q, also q kein Haupttypus. Und 
ist 6 der niederste Typus in II, so ist jeder seiner Beste als Rest 
von 6 nicht höher, als Resttypus in M nicht niederer wie 6, also 
ähnlich zu <?, d. h. 6 ist ein Haupttypus. R enthält daher dann 
und nur dann ein einziges Element, wenn der Typus von M ein 
Haupttypus ist. 

§ 71. Es sei p ein beliebiger Typus, der kein Haupttypus 
ist, JLder höchste in p enthaltene Haupttypus, q unter den von p 
verschiedenen Resten von p der höchste. Daß es einen höchsten 
gibt, folgt aus LXII. Dann ist p = h + Q. 

Zum Beweise nennen wir 6 den zu h gehörigen Rest von p 
und zeigen, daß es keinen höheren Resttypus in p geben kann, 
außer p selbst. Sei nämlich p = a + ß und ß>~6. Wäre a>-A, 
so wäre a = h + y, p = h + y+ß und wegen p = h + 6 nach 
LIe: tf = y + ß gegen ß>~6. Also ist a-<A, ä = a + A, da h 
ein Haupttypus nach Voraussetzung. Damit wird p = A+<* = 
« + (A + tf), d. h. nach LIe: h + 6 = /}, /J = p, w. z. b. w. Dieser 
Beweis zeigt zugleich, daß h unter allen Abschnitten, die dem 
größten Resttypus q komplementär sind, der niederste ist. 

Es ist noch leicht zu zeigen, daß der größte Haupttypus V 
von q nicht höher wie h sein kann. Denn dann wäre q = h! + q', 
p = h + h' + Q* und wegen h^ch 1 : h + h' = ä', d. h. p = A' + (>'; 
dies geht sowohl gegen die Annahme h' >- p wie gegen p >- q. 

Die Ergebnisse dieser Betrachtangen fassen wir zusammen: 
LXTIL Es sei h der höchste Haupttypus, q der von 
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f» verschiedene höchste Reittypus von u so 
ist p = h + Q, und jeder andere Typus £, der 
der Gleichung p = $ + <, genügt, ist höher 
als A, d.h. der höchste Haupttypus ist zu dem 
nach p selbst höchsten Resttypus q der 
kleinste komplementäre Abschnittstypus, 
und q enthält keinen höheren Haupttypus 
wie p selbst. 

§ 72. Es seien jetzt q ^ 9l ^ Qa . . . ^ Qu die Resttypen von p ; 
i der höchste Haupttypus von Q k , speziell also h der höchste 
v = p selbst und h n = q u . Dann ist 

K + Vi* 9* = **+*!!••• *. = **.! al8op = Äo + Äj + A, + •••*., 

in dieser Reihe ist kein Haupttypus höher als ein voran- 
der. 

iese Zerlegung eines beliebigen Typus in eine endliche Reihe 
3 teilender Haupttypen ist die C a n t o r sehe Normalform. Da 
Fypus seinem vorangehenden oder folgenden gleich sein kann, 
6h diese Normalform noch etwas vereinfachen. Es sei etwa 
Ji = Ä A+1 = ^m-i = **+r-i >- *w-r i ••• °nd h h = <o a , so kann 
3I1 Teil ä* + Am* H **+r-i zn ® B • r zusammenfassen und 

omit: 
Jede transfinite Ordnungszahl p läßt sich 
aTl f eine und nur eine Weise in die Form 

gl = <o°o.r + a> a i.r l -\ — ©"-.^ 

D w orin «^«^...xx. Ordnungszahlen, r , 
La m natürliche (endliche, ganze) Zahlen sind. 



1 

1! 
i 



v 

V 

• n 
1 

i 



— 588 — § 72. 73. 

Diesen Satz kann man noch durch eine kürzere Betrachtang 
ableiten, die aber einer Definition durch Induktion 1 bedarf, auf 
die ich im Allgemeinen 'verzichtet habe. Sei nämlich ©"• der 
höchste Haupttypus A von p, so ist nach LIII p = A « r o + Po> 
worin Q ^^h und r -<ai; letzteres, weil \^^yi^^\m ist. 

Durch den gleichen Schluß findet man weiter p = h x . r t + p t , 
Q t = \r s + Q s etc. , und hat dann zu zeigen, daß das Verfahren 
nach einer endlichen Anzahl von Wiederholungen zu einem Ende 
führt, was aus dem Charakter \->~h x >~h % ... der Reihe der 
Haupttypen folgt, in der ein niederstes Element vorhanden sein muß. 

§ 73. Wenn man aus irgendwelcher Reihe von Haupttypen, 
deren Anzahl n endlich sein soll und unter denen beliebig viele 
gleich sein können, die Summen in den verschiedenen möglichen 
Reihenfolgen bildet, so ist deren Anzahl endlich, es gibt also einen 
höchsten Typus, der durch Summation aus ihnen gebildet werden 
kann. Dieser höchste Typus wird sioher erhalten, wenn die Reihen- 
folge so gewählt wird, daß kein Typus vor einem höheren steht *. 
Diese Reihenfolge ist eindeutig bestimmt, wenn wir die Vertauschnng 
zweier ähnlicher Typen nicht als Veränderung der Anordnung 
mitrechnen. Da nämlich die Anzahl der gegebenen Typen endlich 
ist, findet sich ein höchster, h unter ihnen; es können noch eine 
gewisse Anzahl ähnlicher Typen vorhanden sein; diese Anzahl sei 
r , ihre Summe ist, unabhängig von der Anordnung, gleich h . r 
und muß zuvorderst gestellt werden, wenn h nicht hinter einen 
niederen Typus kommen soll. Unter den übrigen Typen sei h der 
höchste und komme r x mal vor. Dann muß \ r x unmittelbar hinter 

1 D. h. einer Definition der Typen h 0i h l} ...bei der die Definition eines 
jeden die des vorangehenden voraussetzt. 

* Da ein Haupttypus jeden niederen vorangestellten Typus in sich aufnimmt 
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h r stehen, u. s. f. , d. h. die gesuchte Anordnung, in der kein 

Typus vor einem höheren steht, sieht so aus : Ä r + i^ r t H h m r m . 

(Die Anzahl n aller gegebenen Typen ist r + r t H r J. Diese 

Summe nennen wir die natürliche Summe der gegebenen 
Menge von Typen. Jede andere Anordnung liefert einen gleich- 
gebildeten Ausdruck, in dem aber ein Teil der Coef ficienten r , r t . . . r m 
kleinere Werte hat, weil Typen, die vor höheren Typen stehen, 
verschwinden. Beispielsweise ist die niederste Summe 

da h alle vorangehenden Typen als Haupttypus in sich aufnimmt. 
Die Cantorsche Kormalform stellt also einen Typus p als 
naturliche Summe einer endlichen Reihe von Haupttypen dar. 
Daß diese Darstellung nur auf eine Weise möglich ist, ging aus 
der Herleitung der Cantor sehen Normalform zur Genüge hervor, 
wird sich aber im folgenden nochmals bestätigen, wobei zugleich 
klar wird, daß jede andere Summe einer Haupttypenreihe niederer 
ist als die natürliche. 

§ 74. Es seien 

p = a«o r + <d°i r t + • •.• <o a ~r m 

v = ©#> s + »fr s t + • • • «/*• s n 

zwei Typen in der Cantor sehen Normalform. Es soll ent- 
schieden werden, welcher von beiden der niedere ist. 

Jeder Haupttypus von v findet sich entweder unter denen 
von fi vor, oder er steht der Höhe nach zwischen zwei Typen 
von p, oder er steht der Höhe nach vor, oder endlich hinter allen. 
Wir können demnach eine Reihe h >- \ >-...>- \ von Haupttypen 
nennen, die alle Haupttypen von p und alle von v enthält und 
keine andern. Sind in v Haupttypen, die nicht in p vorkommen, 
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so fugen wir sie zu p mit dem Faktor hinzu, und umgekehrt, 
so daß p, v cin e gemeinsame Darstellung 

p = A t . m # + A t . m t + • • • \ . ii^ 

erhalten« Ist beispielsweise •*-<•••, d.h. &-<«., so ist * # = o«* 
und » « 0, ro a = r, etc. 

Um nun zu entscheiden, welcher der Typen p, v der höhere 
ist, sochen wir in der Reihe der Koefficienten ro t , m iy ... m k den 
ersten, der von dem darunterstehenden der Reihe it 9t n t , ... ** Ä 
verschieden ist. Es kann schon m selbst sein, aber ebensogut ein 
späterer. Wenn alle Koefficienten gleich wären, so wäre ja p = v. 
Sei nun w, dieser erste Koefficient und die Bezeichnung so 
gewählt, daß tn t >- n t ist. Dann ist m t mindestens gleich n t -+- 1, 
also m t ^n t + 1. Da alle vorangehenden gleich sein sollen, wiird., 
wenn n m -\ *_ t m^ = a gesetzt wird, 

p = a + ^.w^ + p' 

v = a + h t . n t + v' 

und hierin ist gewiß v' -< h t , nach der Definition von h t . Nnri 
erhalten wir nach LI folgende Reihen von Ungleichungen: 
erstens aus: 

*. *i ^ *• (* + 1) 
a + h t tn t ^ a + h t n t + h t 

(a) « + ä, ro, + p' ^ a + &, n, + ä, , 
zweitens aus 

(b) a + A, n, + Ä t >- « + A, n, + v' , 

und aus (a, b) p >- v. Über die Ordnungsbeziehung der 
Zahlen p, v entscheidet also vollständig das erste 
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chtüber einstimmende Koefficientenpaar. Daraus 
gt sofort die Eindeutigkeit der Cantorschen Darstellung sowie 
Behauptung über die natürliche Summe. 



Die natürliche Summe. 

§ 75. Es seien wieder p, v zwei Typen in der gemeinsamen 
Stellung : 

p, = h . m + h t . m l H h k .m k 

v = h .n +h l .n l H h h . n k 

i definieren wir als die natürliche Summe (i%v dieser 
>n Typen den Typus 

i i* f */ Haopttypen sind, so stimmt diese Definition mit der 
n für Hanpttypen gegebenen überein. 

)ie natiLrliclie Snmme ist aus den Elementen der beiden 

i jBrisammöngesetzt, also nichts anderes als die Vereinigungs- 

j n ne uer Anordnung. Wir finden daher die Äquivalenz: 

p + vrvpjfcv. j 

fcennt leicht, daß die natürliche Summe kommutativ, !'j 

höherem Typus als jeder der Summanden ist, und daß j \ 

r beiden Summanden durch den anderen eindeutig bestimmt |i* 

«ch»f* eI1 » ^* e ^ e Bezeichnung dieser Summe als der ' 

^Te»« rechtfertigen. f 

' t folgender Satz von Bedeutung: 

-jjt nur eine endliche Anzahl von Zahlen- 
^ on die eine vorgeschriebene natürliche 

T> » Ä ^ e ' 

g flfll me ergeben. 
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In der Tat, soll (i # v = 6 8e i n > 80 heißt das für die Cantor- 
schen Normalformen 

f* = Ä w + Ä 1 m 1 + "h k m k 
r = h n +h l n l +••• \n k 
6 = h s +h l s l + ~-h k s k : 

Es soll m + ft p = s , m 1 + n l = s, , . . . w> + » 4 = s h sein. Nun 
sind die Eoefficienten endliche Zahlen. Die erste Gleichung besitzt 
daher s + l Lösungen, nämlich 

+ s , l + (s -l), 2 + (s -2), ... s + 0, 

analog die zweite s l + l ) die letzte s» + l. Die Anzahl aller Lo- 
sungen ist danach eine endliche Zahl s, 

8 = (S + l)( Sl + l)...(s k + l), 

die wir die H o h e von 6 nennen. Hierbei sind noch zwei Losungen 
als verschieden gerechnet, wenn sie lediglich durch die Stellung 
ptfpv, v^(i unterschieden sind. Falls auf diesen Unterschied 
kein Wert gelegt wird, reduziert sich die Anzahl der Losungen 
noch auf 5:2 oder (s + l):2. 

§ 76. Nachdem wir eine neue Anordnung der Vereinigtmgs- 
menge aufgestellt haben, gehen wir dazu über, auch die Verbindungs- 
menge neu zu ordnen. Es seien p, v die Ordnungstypen zweier 
wohlgeordneter Mengen Jf, N\ da M und N nach Satz XXX (§ 40) 
den Mengen aller Ordnungszahlen vor p und v ahnlich sind, denken 
wir sie uns von vornherein durch diese ersetzt. Die Verbindungs- 
menge {M . N) besteht alsdann (§ 49) aus allen Zahlenpaaren (er, ß\ 
worin a -< p, ß -< v ist und die Paare (a, 0), (0, a) als verschieden 
zu gelten haben. 

Jedes Zahlenpaar (a, ß) hat eine bestimmte naturliche Summe 
y = a#ß } und alle Paare von gleicher natürlicher Summe y 
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en wir zu einer Menge Ly zusammen. Diese Menge ist nach 
s LXVI des vorigen Paragraphen endlich und kann daher 
rt wohlgeordnet werden, etwa durch die Festsetzung, daß 
ß t ) — < (cc 9 , ß^) sein soll, wenn a x -< a t ist. 
Die Mengen Ly ihrerseits bilden die Elemente einer Menge S f 
diese ordnen wir nach dem Index y ihrer Elemente. Da der 
k eine Ordnungszahl ist, ist die Ordnung von 8 eine Wohl- 
ang. (Satz XXXTT, § 40). 

3ie Verbindungsmenge (M.N) ist nun die Vereinigungmenge 
Mengen Ly xuid daher nach den Ausfuhrungen des § 55 durch 
ide Fes ts etzung wohlgeordnet : Es ist (a, ß) -c («', /*'), erstens, 
cc ztfz ß — = «' 4t= ß'f zweitens, wenn «#/3 = «'#/*' und 
9 ist. Tn dieser Wohlordnung bezeichnen wir die Verhindungs- | 

, xnit HZ ">< & un ^ i^ ren Typus mit n x v. 



Y7. Es sei ö der Ordnungstypus von 8. Wir bringen ihn 
5 Form <» • <*' + ^ worin s eine endliche Zähl, insbesondere 
II ist falls £ kein letztes Element besitzen sollte. (§ 61) 

jl£ >< JV entsteht aus S, indem jedes Element i y von S Y 

^Eidliche Anzahl von Elementen, nämlich die zu L y ge- 
^«jjonpaare (a, 0) ersetzt wird. Hierdurch ändert sich 

-r» V (§ 63) ^ er Typus © . <*' als Limeszahl überhaupt nicht j 

^Uicliejr Typus höchstens um eine endliche Zahl x, d. h. ! : 

pXv = 6 + x, (*-<»), 1 

endliche Zahl die Mächtigkeit nicht beeinflußt, j;. 



-fjxxgleichungen 

a^p, ß^v 
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folgt nun, was ohne Mühe zu übersehen ist, die Ungleichung 

Da somit die Zahlen y = a#Ä welche die Ordnung der 
Elemente Ly von S definieren, alle unterhalb von p 4t= *> Hegen, 
kann der Ordnungstypus von S nicht höher sein als der silier 
Zahlen unter p # «> (Satz XXVII, § 38), d. h. es ist (Satz XXX, § 40) : 

(C) 6^2 p#v. 

Hiernach aber ist 6 und wegen (b) auch §jl x v 
gewiß nicht von höherer Mächtigkeit alsfi^fii/ (§ 4.1). 

Beachtet man jetzt, daß (ixv eine Ordnung der Verbindungs- 
menge, p # v der Vereinigungsmenge ist und daß daher auch p, ^z v 
nicht höhere Mächtigkeit wie ftXv besitzen kann, so erkennt man 
daß die Vereinigungsmenge und die Verbindungs- 
menge gleichmächtig sind; d.h. es ist allgemein 

Diese Mächtigkeit wird uns aber durch den Typus p^v sofort 
angegeben. Der höchste, in p^v auftretende Haupttypus tritt 
nämlich sicher in dem größeren der beiden Typen p, v als höchster 
Haupttypus auf, was aus dem Bildungsgesetz von f*4fc v hervor- 
geht. Andererseits bestimmt er die Mächtigkeit. Ist daher p ^_ v 
oder fi == v, so ist f*#v ~ p, woraus wir auf die Alefs so- 
fort weiter schließen: 
LXVH. Ist * a höher oder gleich k*, so ist 

Insbesondere ist n . K a = k* — * a für end- 
liches n. 
Hiermit ist ein wesentliches Ziel dieser Ausführungen e 
reicht, nämlich die Durchfuhrung des Beweises zu Satz XL 4- 
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JH eine Menge von Typen, deren Mächtigkeiten *« nicht über- 
igen , und ist auch M nicht von höherer Mächtigkeit , so gilt 
i gleiche von dem zugehörigen Limes. Der Beweis ist in § 56 
er Vorwegnähme des Satzes LXVII bereits zu Ende geführt. 

Der Satz XiXVTI ist nach einer Mitteilung von Herrn Bern- 
in zuerst von Herrn Georg Cantor bewiesen worden, doch ist 
j Veröffentlichung des Cantor sehen Beweises bisher nicht er- 
*% m Xu jüngster Zeit hat mir Herr Zermelo einen Beweis mit- 
silt der von dem hier gegebenen wesentlich verschieden ist 

demnächst an anderer Stelle erscheinen wird. 



I 



y 



■I 



Potenzen und «- Zahlen. 

S 78. Es seien zwei Typen i*,v in der Cantor sehen Nor- ;* 

gegeben. G-esucht ist ihre Stimme f* + v, und zwar eben- 

der Normalform. 

Es sei * der größte Haupttypus in v, v = h + Q. Ist dann t 

fr so folgt, $* + v = v - Findet sich dagegen der Typus h in ■ 

l' rmaJdarstellung von p, so läßt sich p in zwei Teile /*'+(*" 

so daß A*"^*> 9*' ^ * ***&> md es ist P + v = t*'+ v - 
f . 'insbesondere f* = v, so bringen wir /» auf die Form \ 

^ q ^zTc und m wegen ä-</k-<&cö niederer als cd, ' 

cUiche Zahl ist. Es wird p + f* = ÄJ.wt + p + fc.m + p 

ist p+k.tn = *.w, da & ein Haupttypus, also 

. ö-4-£>. Weiterhin folgt M + f* + f* = fc.*w.2 + n 

__ #.m.3 + (>, endlich f» + f*+.p = p ,n = k.mn + g, 

O ist« 

' t gezeigt, wie ein Typus mit einer endlichen Zahl 

rd. Das Produkt f*a> war schon früher berechnet, 
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und ergab sich als Jca. Damit sind wir in den Stand gesetzt 
allgemein p . v zu berechnen. Wir bringen v auf die .Form 
v = m.v' + r, worin r-<©, d. h. endlich ist. Nach dem distri- 
butiven Gesetz wird pv = inov' + pr = fan/H-pr. Diese Zerle- 
gungen ergeben sich alle unmittelbar aus der Normalform selbst 
und die Durchführung der Rechnung liefert sogleich die Summen 
und Produkte wieder in der Normalform. Dies läßt sich auch 
leicht durch Formeln zum Ausdruck bringen. Sei 

P — Po w o + f»i w i + " •fV fl e+ m 
v = v n + v x n x + . • • v a n a +n. 

Hierin bedeuten p , p t . . . p Q , v , v t , . . . v q unendliche Haupt- 
typen, m,n etwa vorhandene vielfache des Haupttypus 1. Fehlen 
sie, so sind m 1 n gleich zu setzen. 

Ist Mo^^oi 8oist (*+ v = v, ist/» >-i/ , so sei **>_, der nie- 
derste Typus über v 01 p K «* v . Es wird 

P + v = Mo^o + '-'^x-i^x-i + nCwic + w^ + ^^H hn. 

Ferner wird 

und falls n>-0 ist, entwickelt sich noch das letzte Glied wie 
folgt: 

Diese Formel ist für n = ungültig. — Da f» a , vß Haupt- 
typen, sind es auch ihre Produkte, und sie bilden eine fallende 
Reihe, denn aus v >~v 1 >-v t ".>-v a folgt f^o^Po*! "^ f* v 
und aus v a ^l folgt p v a ^p . Endlich ist ft s^p, . - - ^ 1 nach 
Voraussetzung. Das Produkt /uv ist also in der Normalform dar- 
gestellt. Man schließt daraus sogleich, daß der höchst 
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Haupttypus eines Produktes gleich dem Produkt 
der höchsten Haupttypen der Faktoren ist. 

Setzt man insbesondere f* = v, so ist der höchste Haupt- 
typus von f» f gleich j*J , der von f* 1 . p = /»' gleich pj . f» = pj , 
allgemein für jedes endliche n : Der höchste Haupttypus 
von /*" ist gleich f**. 

§ 79. Die Potenz p" ist von Georg C a n t o r durch eine In- 
duktionsdefinition gebildet worden. Da wir bereits ohne Induktion 
die Potenzen von m definiert haben, sind wir in der Lage, auch 
p* ohne Induktion für alle höheren Typen zu definieren '. Es sei 
p der höchste Haupttypus von p und a = coa' + a, a -< a» , d. h. 
endlich; na' bezeichnen wir mit ß und definieren als a-te Potenz 
von fi die Zahl 

(1) l i« = tf. l >«. 

Der erste Faktor ist Potenz eines Haupttypus p = a> m . 
Diese definieren wir als a> w P und überzeugen uns sofort von der 
Identität 

(2) rf-rf-rf". 

Es ist nämlich die linke Seite gleich m m ß . o 1 "* = m-P** 9 und 
weiter nach dem distributiven Gesetz gleich 0"^+^ oder nach 
Definition gleich pf + *. 

Der zweite Faktor in (1) hat einen endlichen Exponenten und 
ist als ein endliches Produkt bereits definiert. 

Wir haben nun zu zeigen, daß 

(3) P a .f* y = P* +y - 



1 Die Definition der anendlichen Potenzen endlicher Typen hat keine Be- 
deutung. 
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Zu diesem Zweck zerlegen wir y in my' + c = d + c so wird 
P y = ri-l? und die linke Seite zu p?.f* a .j*?.f* c . Das mittlere 
Produkt f* a .|»? ist aber gleich tfpf , weil einerseits p£ der höchste 
Haupttypus von p a ist und andererseits p* als Haupttypus keinen 
endlichen Best besitzt. Nach (2) wird damit 

Andererseits wird a+y = a +d + c, wobei c der endliche Rest 
von c + y ist, also <*«+* = f *«+*. f i c , womit (3) bewiesen ist Zu- 
gleich ergiebt sich, daß auch für transfinite Potenzen stets i»** der 
höchste Haupttypus von p* ist. 

Von weiteren Eigenschaften der Potenz ergiebt sich jetzt 

(4) (py = p? 

sofort für die endlichen ß aus (3). Ist ß transfinit, so sei 6 sein 
größter endlicher Rest und ß = y + b , Dann ist nach (1) : 

ip> a Y - G*;) y .G*°) 6 . 

Hierin ist ft ein Haupttypus a>-, nach Definition daher 
ft? = a>™ und fc;)r = (©•«")* = cd""* = pjr . Für den zweiten 
Faktor ist (f* a ) 6 = f* a * bewiesen. Somit folgt weiter 

Von diesem Ausdruck ist zu zeigen, daß er gleich i**i* • * 
Nun ist aß = «y + a&, also pf = (i*r.p° b . Da «y keinen end- 
lichen Rest hat, weil y keinen besitzt, ist p"* = pjr, womit d 
Beweis für (4) erbracht ist. 

§ 80. Durch Multiplikation zweier Typen gelangt man nicht 
zu höheren Mächtigkeiten. Es fragt sich nun, ob die Potenz * 
vielleicht eine höhere Mächtigkeit als a und ß zugleich bes'f 
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in. Diese Frage muß verneint werden. Dem Beweis (§ 84) 
icken wir eine längere Betrachtung voraus. 

7IH. Ist üf eine Monge von Typen A, p ihr 
Limes, and a ein bestimm ter Typus, so ist: 

a) lim (a + A) = a + p 

b) lim(pA) = ap 

c) lima* = a**. 

Lm leichtesten ist der erste zu beweisen. Ist a^v-ca + fi, 

i j/ = Ä -f- */ and v'^p also niederer als ein A, danach 

-f- A. Zugleich ist wegen p>-A auch a + p>-a + A, also 

^ ^ an ter allen Typen über a + k der erste. 

32» Seweis des zweiten Satzes wird am kürzesten nach LIH 

i. Jeder Abschnitt von op hat die Form op' + a*, f*'-<f*, 

2^ Ä **' — f* , existiert in Jf ein A' >- p'. Da es in If kein 

Element geben soll, giebt es weiter ein Element A>-A' + l 

nunmehr folgt: ap'^caA', ap' + a'^zak' + a'^zak' + a 

Zu jedem Abschnitt von ap gibt es daher unter 

eine höhere. Da andererseits nach p>-A auch 

ccfß, anter allen Typen über ak der niederste. 

-wesentlich, was für a) nicht in Betracht kommt, 

kein höchstes Element existiert. In der Tat, 

aus allen Typen A-<7, so wäre p = 7, 

«äas auf die Typen 3A folgende Element nicht 

19. Das gleiche kommt im nächsten Beweis 
l soni* ü * — 

beachten wir zunächst, daß p als Limes- 
Rest hat Ist daher a = a>P der höchste 
so ist «'* = < = «0 1 * Di es m* zugleich die 
xnalform von a". Jeder Typus g unter «<" hat also 

eben ScliiUe. I. Bd. 41 
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einen höchsten Haupttypus or unter a>#*, d. h. es ist y -< ßp ; 
Da weiter ßp kein letztes Element hat, ist auch y + l^cß(i f 
also y + 1 = ft*' + /8', p'-<f*, ß'^ß. Nach dem vorigen Beweis 
giht es daher ein X in Jtf , für das y + 1 -c /SA, somit «* +l -< at l , 
i. e. o^ 1 -< a\ wird. Nun ist ©* der größte Haupttypus in £ , 
also | -< ©i* 1 , andererseits aj der höchste Haupttypus in a x , 
also a\ r< a* ; daraus folgt £ -< a* . Da andererseits aus A -< p 
auch a l ^a^ folgt, ist «** unter allen Typen über a a der 
erste , w. z. b. w. — 

§ 81. Im Gegensatz zu LXVIII muß hervorgehoben werden, 
daß in keinem der Ausdrücke lim (X + a) , lim (X . «) , lim (A a ) das 
hintere Zeichen, a, aus dem Limes heraustreten darf. Drei ele- 
mentare Beispiele mögen dies erweisen: 

Es ist für alle endlichen n lim (n) = o. Da auch n + 2 , 
n . 2 und n* endlich sind und unbegrenzt wachsen, ist somit 

lim(n + 2) = <d, d.h. lim(n + 2)-c© + 2 
lim(n.2) = ©, d.h. lim(w.2) -<a>.2 
lim (n*) aas ©, d. h. lim (w f ) -< o* 

Die Beweise zu den drei Sätzen machen in der Tat von den 
Ungleichungen a + A>-a, aA>-A, «*>-« Gebrauch, während für 
die umgekehrten Operationen die weiteren Beziehungen a + X ^ X, 
a X = A, a* =^ A gelten, auf Grund deren der Beweis nicht zu führen 
ist. Nun ist es interessant, zu sehen, daß die Gültigkeit gerade 
dieser weiteren Beziehungen eine notwendige Bedingung für die 
Beweisbarkeit der drei Sätze LXVIII darstellt, so daß umgekehrt 
die erste Reihe der reinen Ungleichungen das Herausziehen des 
hinteren Gliedes aus dem Limes unmöglich macht. Es sei nämlich 
9> eine Zuordnung, die jeder Zahl X eine nicht niedere <p(X) 
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zuordnet. Ist dann stets qp(A)>-A, so kann nicht \im<p(k) = 
9 (lim A) für jede Menge M von Typen A allgemein gelten. Und ist 
umgekehrt allgemein tp (lim A) = lim g> (A), so gibt es Typen v, für 
die q>(v) = v ist. Zum Beweise bilden wir folgende Reihe von 
Typen aas einer beliebigen Zahl A : 

nnd zu dieser den Limes ß = lim (A x ), (x = 1, 2, . . .). Da A x = <p (A x _,), 
ist auch ß = lim(9>(A 1c )) und wenn q> mit dem Limeszeichen ver- 
tauschbar ist, ß = <p(limA x ) = 9>(/J). 

Aus den drei Sätzen LXVJJl folgt daher für die drei Opera- 
tionen <p (A) = a + A, a . A, a l sofort, daß es Typen geben muß, die 
ihnen gegenüber invariant sind, <L h. daß a + A, cc.A, a* nicht all- 
gemein hoher sein können wie A ; and da umgekehrt A + a, A . a, A a 
stets großer wie A sind, kann nicht allgemein lim (A + a), lim (A . a), 
lim (A a ) mit p + a , p . a, p a , (fi = lim A) übereinstimmen. — 

Wenden wir dies auf einige einfachen Fälle an und setzen 
zunächst <p(k) = a + A, so ist für A = 0: 

A t = a, A 8 = a • 2, A 8 = a . 3, . . . A x = cc • x, 

und der Limes gleich a.a> nach b). In der Tat ist <p(cc<d) = um } 
nämlich a + aco = a(l + o) = a.co. 

Sei weiter p(A) = a.A, A = 1, so wird: 

A, a=s «, A, = a 1 , ... A x = a M , limA x = a" und «.«" = a l+ * = a w 

wie behauptet war. 

Sei endlich y(A) = ä 2 , A = 1, so wird 

A t = a, A, = o«, A 8 = a* ; 

der Limes ß läßt sich nicht mehr durch Addition, Multiplikation 

und Potenzenbildung angeben. Er genügt aber als 

41* 
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der Gleichung ß = a?. — 

Umgekehrt können wir nach diesem Prozeß Beispiele herstellen, 
für die die umgekehrte Limeseigenschaft nicht erfüllt ist. Setzen 
wir qp(A) = X + «, A = 0, so wird A, = a, X t = a. 2, etc., A* = a .%, 
lim*« = cc.a und es ist lim(A x + a) = lim(**)> also nicht gleich 
(lim A„) + a. Sei analog qp(A) = A.a, so wird für A = 1 : A x = a*, 
lim A x = a" , lim (A x . a) = lim A x und von (lim A J . « verschieden. 
Ist endlich q>(X) = A«, A = a>, so wird A t = a> a , A, = (a>«) a = © a *, 
A f = © a ' etc. Es ist lim (A;) = lim X % = ©*" -c (lim AJ«. 

Nach dieser Methode sind die drei eingangs angeführten Bei- 
spiele hergestellt. 

§ 82. Wir betrachten nun die Zahlen naher, für die et + A = A, 
oder «A = A oder o* = A wird. In allen drei Fallen ist a-<A, 
weil a + A, aX und o* höher als a ist. 

Unter den Zahlen, f ür die a + A = A ist, sind die Haupttypen 
bemerkenswert, da sie dieser Gleichung für jedes a -< A genügen. 
Ist andererseits A kein Haupttypus, so ist a ein Abschnitt des 
höchsten Haupttypus von A, so daß die ganze Betrachtung sich 
auch ausschließlich auf die Haupttyen zurückfuhren läßt. 

Es sei jetzt A eine Zahl, die der Gleichung aX s= A genügt; 
dann kann A kein letztes Element besitzen. Denn wäre A = p + l f 
so folgte «f* + « = f* + lim Widerspruch mit der für jeden Typus 
über 1 geltenden Ungleichung a>-l. Da nämlich «p>p, folgt 
«ap + a^fi + a und aus a>-l: ft + «=^f* + l. Der Fall a == 1 
scheidet natürlich aus. 

Da A kein letztes Element besitzt, ist aX = « A, wo <* der 
höchste Haupttypus von a ist. Aus « A = A folgert man aber 
sofort, daß alle Haupttypen a>* in der C a n t o r sehen Normaldar- 
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Stellung von A die Eigenschaft «©* = ©* besitzen müssen. Ist 
speziell »* der niederste von ihnen nnd genügt er dieser Bedingung, 
so genügen ihr auch alle folgenden, da X = oj*.A # wird. Hiermit 
ist wiederum die Frage auf Haupttypen zurückgeführt und erledigt 
sich damit sofort. Ist nämlich a = ©/*, so folgt aus a m* = o* 
sogleich ß + x = x, womit wir bei der ersten Frage angelangt 
sind. Ist speziell x ein Haupttypus, so ist für jedes fi -< x 
<o?a? = »*, somit für jedes «-<©* auch a©* = »*. Solche 
Zahlen d, die für jedes unter ihnen gelegene a mit aS überein- 
stimmen, wollen wir d-Zahlen nennen. Sie haben keine besondere 
Bedeutung, doch brauchen wir sie wiederholt in der folgenden 
Betrachtung und benutzen daher die abkürzende Bezeichnung. 
TiXTX. Eine Delta-Zahl d ist ein Haupttypus cd*, dessen 
Exponent x selbst ein Haupttypus ist. Sie 
genügt den Gleichungen a + 8 = ad = 8 für 
jedes a-<d. 

Die einzige endliche d-Zahl ist 1; die nächstfolgenden sind 
a>, oi", a> a * u. s. f. — Zu jeder Zahl a, die keine d-Zahl ist, gibt 
es eine letzte vorhergehende und eine erste nächstfolgende. Ist 
afi der höchste Haupttypus in a, so ist aß a die nächstfolgende 
d-Zahl nach a. Ist ß der höchste Haupttypus in ß, so ist aA die 
letzte d-Zahl vor a. Speziell ist aß m = a m = { a ^°T 7 in Analogie 
zu dem nächsten Haupttypus a.m nach a. 

Die Reihe der d-Zahlen ergibt sich auch leicht durch folgendes 
Erzeugungsprinzip : 

LXX. Ist d eine d-Zahl, so ist d* die nächstfolgende. 
Der Limes einer Menge von d-Zahlen ist selbst 
eine d-Zahl. 

Die erste Behauptung ergibt sich aus der vorangehenden Be- 
trachtung. Zum Beweis der zweiten beachten wir, daß alle d-Zahlen 
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die Form aX haben. Da nun der Limes einer Reihe von Haupt- 
typen et ein Haupttypus a^ ist, ist lima/ = n*™** = *** 
wieder eine d-Zahl; dieser Beweis macht von dem Satz LXVÜIc 
Gebrauch. 

§ 83. Nunmehr betrachten wir diejenigen Zahlen, die einer 
Gleichung £ = X genügen. Besäße A ein letztes Element, so wäre 
A==ff + l j a u Ä = fi + i. Nun ist «^|» } fia^f* + l (wenn von 
a = ^ ^e selbstverständlich, abgesehen wird), woraus die Un- 
möglichkeit der letzten Gleichung und damit eines letzten Elementes 
in A folgt. Es ist somit **, d.h. A selbst ein Haupttypus, speziell 
«* = «J, wenn « der höchste Haupttypus in a ist. Es sei nun 
« o = ©*, so folgt ä* = ©** und da cd^^xA^A sein muß, an- 
dererseits ©** = X ist, ergibt sich xA = A, d.h. A = <tf*. Diese 
Gleichung ist die ursprüngliche Definition Georg Cantors. Er 
nennt die Zahlen, die ihr genügen, Epsilon-Zahlen. Eine 
«-Zahl X ist ein Haupttypus, und da sie gleich ©* ist, eine d-Zahl. 
Daraus folgt aber sofort, daß für jedes a^X stets et = k wird. 
Denn ist © x der kleinste Haupttypus in a, so ist x -= A, daher 
x^ = X, womit tt = ©** = ** = A folgt 

Es fragt sich nun, wie man von irgend einer Zahl cc zu der 
nächst höheren s-Zahl gelangt. Diese heiße A, so ist gewiß <** = a, 
daher a a = a x ^ X. Daher ist weiter «* l = a, -= A, a** = «,^A 
u. s. f. Der Limes der Zahlen 

ist aber eine «-Zahl, und da alle a x -cA sind, ist dieser Limes 
gleich A selbst, lim a % = Um <f* = X = **. Auf diese Weise 
steigt man zunächst etwa von a> über m° = <o lf ai" 1 = » a f e tc. 
zu der ersten transfiniten «-Zahl «, auf, von dieser zu «,, e s u . 8b £ 
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Ist irgend eine Menge von «-Zahlen ohne letztes Element definiert, 
z. B. die eben genannte, so erhalt man eine neue «-Zahl nach 
dem Satz: 

LXXI. Der Limes p einer Menge M von «-Zahlen A ist 
selbst eine «-Zahl. 

Es ist nämlich A = © z , daher f* = limA = lim» Ä = ©'*, w.z.b.w. 

Die charakteristische Eigenschaft der «-Zahlen liegt in fol- 
gendem Satz, der aus der Definition des Exponenten A eines Haupt- 
typus oj* sofort folgt: Die Menge aller Typen unterhalb 
einer «-Zahl A ist ähnlich der Menge aller Haapttypen 
unter A, übrigens auch ähnlich der Menge aller Delta- 
zahlen unter A. 

Hieraus folgern wir sogleich den Satz: 
LXXII. Jede Anfangszahl ist eine Epsilonzahl. 

Jede Anfangszahl Q a ist nach § 66 ein Hfrapttypus, daher gleich 
a> M , wobei p der Typus der Menge M aller Haupttypen Ä-<ß a 
ist. Wäre nun p -< ß« , so wäre es auch von geringerer Mächtigkeit 
als &« . Ist zunächst a keine Limeszahl, a = ß + 1, so überstiege 
weder M noch eines seiner Elemente h die Mächtigkeit Kp , daher 
nach Satz XL 4 auch der Limes von M nicht ; dieser ist aber Sl a , 
womit ein Widerspruch entsteht. Damit ist der Satz für alle 
Mächtigkeiten bewiesen, deren Index keine Limeszahl ist. 

Wäre a eine Limeszahl, (i von der Mächtigkeit k^<k„, so 
wäre auch ty+, <c * a . Nun ist nach dem eben bewiesenen Slp +l gleich 
seinem Exponenten v in üp+ x == af , weil ß + 1 keine Limeszahl 
ist, und es ist p -< v, weil *p <z ty +1 . Dies ergibt den Widerspruch 
id^-scö*, d.h. & a ^&ß +l . — 

Man kann den Fall einer Limesmächtigkeit auch nach LXXT 
erledigen : Sei Sl a die niederste Anfangszahl, für die p in ß fl = ^ 
niederer als Sl a ist. ß ist aber als Limes aller vorangehenden 
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Anfangszahlen (XL 2) nach LXXT selbst eine Epsilonzahl, im Wider- 
sprach mit der Annahme. 

§ 84. Ans dem soeben bewiesenen Satz folgt nun sofort, daß 
die Mächtigkeit von a? mindestens einer der beiden Zahlen a, ß 
selbst zukommt. Sei nämlich a? = p von höherer Mächtigkeit als 
a und ß, und sei v die zur Mächtigkeit von p gehörige Anfangs- 
zahl, so ist a^v, also v = a* nach LXXIL Da ferner /J-=cv, 
folgt <rf -< «* , d. h. p -< v, gegen die Definition von v, nach der 
ft^v sein muß. Also kann aP nicht von höherer Mächtigkeit als 
a und ß sein. 

Die Haupttypen, Delta- und Epsilonzahlen stehen in engster 
Beziehung mit den Fragen nach den Mächtigkeiten von «4-/3, a.ß 
und a<*. Genau, wie wir eben bewiesen, daß a? nicht mächtiger 
als a und ß zugleich sein kann, kann man aus der Tatsache, daß 
jede Anfangszahl ein Haupttypus resp. eine Deltazahl ist, das 
analoge für a + ß und a.ß beweisen. Wenn es daher gelänge, 
diese drei Eigenschaften der Anfangszahlen ohne die Kenntnis der 
Eigenschaften der Alefsumme und des Alefproduktes nachzuweisen 
so wäre damit eine wesentliche Vereinfachung für die Mengenlehre 
gewonnen. — 

§ 86. Die eigentümliche Eigenschaft der Epsilonzahlen läßt 
sich dahin aussprechen, daß die Reihe der Exponenten der Haupt- 
typen cd* die Reihe dieser Haupttypen selbst immer wieder 
„einholt". Esistai 1 ^-!, © , 5^2, a>">~a u. s. f., aber für e, wird 
cd*» = « t ; sodann wird wieder » fl+1 >-a I + l und diese Ungleichung 
bleibt bestehen, bis <o e * = * a wird und so fort. 

Daß dieses Verhältnis typisch ist und bei zahlreichen Be- 
trachtungen wiederkehrt, habe ich in § 81 gezeigt. Natürlich It^t> 
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man durch Fortsetzung des Gedankens wieder «-Zahlen s a finden, 
die ihren eigenen Indices gleich sind; man bilde nur « (,) = e e , 
*»> - V) n. 8 . f. und darüber den Limes. 

Es ist von prinzipieller Bedeutung, daß es auch Anfangszahlen 
gibt, die ihren Indices gleich sind. Sei o t = Ä„, co t = Ä^, 
ß), = Ä fl , a u. s. f. und Qu = lim m % , so ist auch (i = Ä^. Dies 
bedeutet, daß die Reihe der Alefs selbst von der ihrer Indices 
eingeholt wird; es ist Kp nicht nur die Mächtigkeit der Menge 
aller ß M vorangehenden Typen überhaupt, sondern auch die der 
Menge aller vorangehenden Anfangszahlen, d. h. der Menge aller 
niederen Mächtigkeiten. Diese Eigenschaft kommt zunächst 
allen endlichen Mächtigkeiten zu, wenn man als Mächtigkeit 
mitzählt, sodann k , aber nicht mehr M t , k, , . . . K tt . . . Sie stellt 
sich jedoch bei gewissen Alefs, wie wir sehen, wieder ein. Die 
Kenntnis dieser Tatsache verdanke ich einer mündlichen Mitteilung 
des Herrn Z e r m e lo. Nennt man eine Anfangszahl, die ihrem Index 
gleich ist, eine g-Zahi, (ßg = g), so gelten wieder die entsprechenden 
Bildungsgesetze, wie für die «-Zahlen. Man bilde aus a successive 
&„ = a x , ü ai = a % , Ä Ä2 = a g etc. und den Limes lim a % = lim Ä Äjt 
so erhält man die auf a folgende erste g-Zahl. Der Limes einer 
Reihe von g-Zahlen ist selbst eine g-Zahl. 
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Fünfter Tefl. 



PriuipMlle Frage*. Ente Rohe 1 . 
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Logische v^ngt&TiHigirmt und Entsobeidbaitoit. 

§ 86. Wenn eine Disjunktion logisch vollständig ist, so laßt 
sie sich vielfach, wenn nicht immer, als Teilung einer Menge in 
zwei komplementäre Teilmengen darstellen. Beispielsweise ist 
jede ganze Zahl entweder zerlegbar oder eine Primzahl <L h. die 
Menge aller ganzen Zahlen zerfallt in die komplementären Teil- 
mengen 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. 19, 23 ... und 4, 6, 8, 9, 10, 12 7 
14, 16, 16, 18, 20, 21, 22.... Das Kontinuum zerfallt in die 
Mengen der algebraischen und transzendenten Zahlen, d. h. jede 
reelle Zahl ist entweder algebraisch oder transzendent Bei unseren 
vorangehenden Betrachtungen ist von der logisch vollständigen 
Disjunktion in umfangreichstem Maße Gebranch gemacht worden. 
Mit ihrer Hülfe haben wir Satze über beliebige Alefs and Ord- 
nangstypen bewiesen, von denen ans eine wirkliche Anschauung 
beim Beweise selbst sicher fehlte und wohl auch jetzt noch fehlt. 
In diesem Gebrauch der Disjunktion liegt aber, so zwingend sie 
sein mag, eine Schwache der Mengenlehre, die vielleicht Ursache 
gewisser unerledigter Paradoxieen ist; jedenfalls gibt sie zn Be- 
denken Anlaß, die zuerst von Kronecker mit aller Scharfe ans- 

1 Die Fragen dieser ersten Reihe gelten denjenigen Postulates und Begriffs« 
bOdungen, deren Znlareigkett rar Zeh unentschieden, anfechtbar oder abzu- 
lehnen ist 
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gesprochen, zugleich aber in einem Umfang formuliert worden 
sind, der ungerechtfertigt war. 

Den Kernpunkt der Kronecker sehen Bedenken wollen wir 
uns an den beiden Diajunktionen prim- zerlegbar und algebraisch- 
transzendent klar machen. Um zu entscheiden, ob eine gegebene 
Zahl a, beispielsweise 257, eine Primzahl ist, habe ich a durch 
alle Primzahlen zu dividieren, deren Quadrate unter a liegen. 
Geht keine dieser Divisionen auf, so ist a eine Primzahl; andern- 
falls ist a offenbar zerlegt. Es ist also nicht nur gewiß, daß 
jede ganze Zahl prim oder zerlegbar ist, sondern ich kann 
auch die Entscheidung in jedem Falle treffen. 
Das gleiche gilt von der Disjunktion zwischen reduzibeln und 
irreduzibeln algebraischen Gleichungen. 

Es wird zumeist betont, daß die Entscheidung durch eine 
endliche Anzahl von Operationen getroffen wird. Dies ist aber 
a priori klar und liegt in der Natur unseres Verstandes be- 
gründet. Scheinbar unendliche Schlußketten, wie sie beim Schlüsse 
von n auf n + 1 unterlaufen, sind durch ein gewisses Gesetz be- 
schrieben, auf Grund dessen geschlossen wird, ohne daß jeder 
einzelne Schluß der Kette wirklich ausgeführt wird. Der Denk- 
prozeß, der bei dem Treffen einer Entscheidung zu stände kommt, 
ist eo ipso endlich. 

So entscheiden wir die Transzendenz von e und % nicht etwa 
dadurch, daß wir von jeder algebraischen Gleichung der Reihe 
nach beweisen, daß ihr weder e noch it genügt. Ebensowenig 
beweisen wir die Übereinstimmung der beiden Limites 

indem wir der Reihe nach jede Stelle der Dezimalentwicklung 
2,718281 . . . aus beiden ausrechnen und uns überzeugen , daß sie 
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gleich ausfällt. Mit solchem Verfahren würden wir zu keinem 
Ende kommen. Und hier sehen wir den fundamentalen Unter- 
schied zwischen der Disjunktion algebraisch-transzendent und der * 
soeben behandelten: Wenn a zerlegbar sein soll, so kommt nur 
eine endliche Anzahl von möglichen Zerlegungen in Betracht and 
ich kann sie systematisch durchprobieren. Wenn aber a alge- 
braisch ist, so kommen unendlich viele algebraische Gleichungen 
in Betracht, denen a genügen kann und ich kann daher durch. 
Probieren keine Entscheidung treffen. Es gibt heute in der Tat 
kein allgemeines Kriterium, um die Transzendenz einer gegebenen 
Irrationalität zu entscheiden, und nach meiner Ansicht läßt es 
sich auch beweisen, daß es ein solches Kriterium nicht geben kann. 
Die Definition der Transzendenz: „a genügt keiner algebrai- 
schen Gleichung" ist kein Kriterium, sie enthalt keine Me- 
thode, die Entscheidung zu treffen. 

Solche Definitionen, die keine Kriterien enthalten, sind in 
der Mathematik vielfach anzutreffen. Hierher rechnet u. a. die 
Definition der Konvergenz und die der Gleichheit zweier ver- 
schieden definierten Irrationalzahlen. 

§ 87. Wenn wir aus dem Axiomsystem der euklidischen Geo- 
metrie das Parallelenpostulat weglassen, so sind wir nicht 
Stande, den Satz von der Winkelsumme im Dreieck zu beweis« 
Wir können nur zeigen, daß sie zwei Rechte nicht übersteigt 
und kleiner als zwei Rechte ist, sofern das nur in einem * 
Dreieck zutrifft. Trotzdem ist die Disjunktion nach wie 
logisch einwandfrei und vollständig , daß in einem gegebenen 
Dreieck die Winkelsumme entweder gleich zwei Rechten ode 
kleiner und nur eins von beiden ist. 

Es gibt eine große Zahl von Sätzen, die sich ohne V< 
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j des PcuraUelenpostnlats beweisen lassen. Es gibt also einen 
der Geometrie, der dieses Postulates nicht bedarf; es konnte 
icherweise die Existenz und Notwendigkeit dieses Postulates 
tdeckt bleiben und solange dies der Fall wäre, müßte not- 
[igerweise die Disjunktion zwischen Dreiecken von kleinerer 
estreckter and solchen von gestreckter Winkelsumme mathe- 
jeh unfruchtbar bleiben; sie würde nur Sätze hypothetischen 



I 



3»s soeben ausgeführte Beispiel ist trivial, weil zu deutlich. 

können ^rix* ein anderes anführen, das bis in die jüngste j 

die Mathematiker aufs intensivste beschäftigt hat: es ist 
er projektive Fundamentalsatz. In ihm konzentrierte sich 
j es Problem : Es sollen alle diejenigen geometrischen Sätze, 

Beziehungen des Maßes (Ähnlichkeit, Kongruenz, \ 

"V^"inkelvergleichung etc.) nicht die Rede ist, ohne ; j 

rm n ^ der Axiome des Messens bewiesen werden. Gegen \ 

2i ö diese Aufgabe zu lösen, wurden ein halbes Jahr- 1 

I & iinxner wieder erfolgreiche Einwände erhoben, bis es j 

Ifxrcbfuhrbarkeit des Unternehmens in einem genau « 

«gixxn, nämlich ohne Maaß- und Stetigkeitspostulate, \ 

haben wir direkt einen Fall vor uns, in dem 

11 ständige Disjunktion mathematisch unentscheidbar 

in dem System der Theorie ein Axiom fehlte. 3 

daß unsere arithmetischen Axiome vollständig f 

'J ^-fce nicht erbracht, und daher rührt die Frage 

. _ Schmerzenskind der kritischen Mathematik), ob 

- lie Aufgabe eine Lösung besitze, wobei als Lö- 

TTnlösbarkeitsnachweis zu gelten hat, wie bei der 

** ^ ef -c^j-eises- Die Frage ist alt; z. B. wurde schon 
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vor Jahren am Beispiel des großen F er matschen Satzes gefragt: 
Ist er richtig, muß er sich dann auch beweisen lassen? 

Es wird folgendes ziemlich allgemein als wahrscheinlich an- 
gesehen: Wenn a,6 zwei algebraische Zahlen sind und b insbe- 
sondere irrational ist, so ist a b eine transzendente Zahl. Beispiel : 
2^ 2 . Es ist noch nichty einzusehen , auf welchem Wege der Be- 
weis dieser Vermutung zu erbringen sein könnte. Der logischen 
Disjunktion nach muß 2^ 2 algebraisch oder transzendent sein. 
Läßt dich aber entscheiden, welches von beiden der Fall ist? Es 
darf ohne Übertreibung behauptet werden: Würde eines Tages 
bewiesen, daß die Frage nach der Transzendenz oder Nichttrans- 
zendenz von 2^ 2 unlösbar ist, so würde damit die Mathematik 
vor eine Schwierigkeit gestellt, wie sie bisher noch nicht aufge- 
treten ist. 

Dies mag uns zunächst beweisen, daß die Frage nach der 
Entscheidbarkeit einer Disjunktion nicht trivial ist ; daß wir nicht 
berechtigt sind, sie kurzerhand beiseite zu legen. Ob die Existenz 
unentscheidbarer Disjunktionen stets ein Zeichen der Unvollstän- 
digkeit des Axiomsystems ist, ist zum mindesten fraglich; gewiß 
ist nur das umgekehrte. Die Unentscheidbarkeit ist in den geo- 
metrischen Fällen dadurch nachgewiesen worden, daß man die 
logische Möglichkeit und Widerspruchslosigkeit beider Fälle nach- 
gewiesen hat. Und das scheint mir an dem Beispiel 2^* un- 
möglich. Sollte diese Zahl als algebraisch nachgewiesen werden, 
80 müßte eine Gleichung angegeben werden, der sie genügt. Und 
daß sie ihr genügt, muß von etwaigen unbekannten Axiomen un- 
abhängig sein, weil das Nichtgenügen faktisch zu konstatieren 
ist. — 
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§ 88. I>ie Möglichkeit unentscheidbarer Disjunktionen hat 
ronecker den Anlaß gegeben, nur solche Disjunktionen anzuer- 
innen , deren Entscheidbarkeit nachgewiesen werden kann, und 
ir solcbe Definitionen zuzulassen, die zugleich Kriterien sind. 
e Konsequenzen dieses Standpunktes führen zur Verwerfung 
r allgemeinen Theorie der Irrationalzahlen und des Kontinuums, 
iil die Definition der Gleichheit zweier Irrationalzahlen kein 
•iterium ist. Sie führen damit zur Verwerfung der Geometrie 
d der Theorie der unendlichen Mengen; der Geometrie, weil 
* Gesamtheit der Punkte die Mächtigkeit des Kontinuums be- 

t der Mengenlehre, weil die Definition der Identität zweier 
ngen kein Kriterium enthält. 

TTroneckers Standpunkt ist für die Algebra berechtigt und ,. 

-, fWichtbar gewesen. Aber selbst in diesem Gebiet ist er 

... rrnd zwingt beispielsweise dazu, die Begriffsbildungen 

;* ir'tids äie mit unendlichen Mengen arbeiten , anzufechten, 

^-~ MA nker in der Tat getan hat. Hierin ist ihm , soweit * 

I gr o n © <3 <■*» *=> *- * ° ' 

~H rsehen kann, kein einziger seiner Fachgenossen gefolgt. jj 

• + hier nicht der Ort, auf algebraische Fragen näher . 

Es genügt für unsere Zwecke die Konstatierung, daß \ 

xl & -rLbte Kroneckers aus erhobene Einwände gegen die jj 

^ Mathematik selbst treffen rind dadurch ihre zu g 

S" e fiereits erweisen, ehe man gezwungen ist, die Men- % 

' ffegen sie zu verteidigen. ' 

sbre - +■ mir nun, daß das Postulat der Entscheidbarkeit 

Es s c ^ ^ Widerspruch krankt, der seine Undurchftihr- 

im* 3 * Knldet. Es gibt nämlich zu einer Disjunktion Anlaß, 

ait vers , at selbst nicht zu genügen braucht. Die Be- 

Jem **. 3 Verhältnisses ist nicht einfach, wir wollen sie 

tu»? dx f -p«che Symbolik abzukürzen versuchen. 
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§ 89. Es sei M t eine Teilmenge einer Menge M und a ein 
Element von M t . So machen wir folgende Disjunktion : Ent- 
weder es laßt sich entscheiden, d. h. beweisen, daß a zu M x ge- 
hört, oder es laßt sich nicht beweisen. Diese Disjunktion ist voll- 
standig und zerlegt M t in zwei Teilmengen, die wir JM X und 
FM t nennen wollen *. Wenn a zn JM t gehört, so heißt dies : es 
laßt sich beweisen, daß a zn M t gehört. Wenn a zn PM t gehört, 
so ist a ein Element in M 1 , von dem sich nicht beweisen laßt, 
daß es zn M t gebort Dies erscheint paradox; wenn es a»ber 
möglich wäre, zn beweisen, daß über die Transzendenz von 2*^* 
keine Entscheidung möglich ist, so wäre 2 eine solche SfoA| 
die notwendigerweise entweder transzendent aber nicht nachweis- 
lich transzendent, oder algebraisch, aber nicht nachweislich alge- 
gebraiscb ist. Wenn wir also schon die logische Vollständigkeit 
von der Entscheidbarkeit einer Disjunktion trennen, müssen wir 
die Möglichkeit der Teilmenge PM l in Betracht ziehen. Ver- 
werfen wir sie als paradox, so erkennen wir damit bereits die 
Unznlässigkeit eines gesonderten Entscheidbarkeitspostulates an. 

Gehört ein Element zn JM l} so ist anch beweisbar, daß es 
zn JM X gehört, d. h. es ist 

(1) JJM, = JM t . 

Jeder Beweis beweist nämlich seine eigene Möglichkeit. Der 
Transzendenzbeweis von % beweist zugleich, daß die Transzendenz 
von % beweisbar ist. Gehört a zn JM X , so heißt das : der Beweis 
seiner Zugehörigkeit zn M t läßt sich fuhren; es ergibt sich aber 
damit die Möglichkeit dieses Beweises selbst, d. h. auch die Zuge- 
hörigkeit zu JM t ist beweisbar, a gehört auch zu JJM X . 



1 Dm Zeichen P wird „Nabla" ausgesprochen. 
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folgt natürlich als Korollar , daß es in dM x keine 
gibt , deren Zugehörigkeit zu 4M X unbeweisbar wäre. 
; heißt, es ist 

P4M X = 0, 

lh O die fiktive, aus keinem Element bestehende Menge be- 



Grebört ein Element zu PM X , so kann diese Zugehörigkeit 
; beweisbar sein. Denn da PM X eine Teilmenge von M x ist, 
Le mit der Zugehörigkeit zu PM X auch die zu M x erwiesen 

Tatsache läßt sich symbolisch durch 

= 0, (4) PPM X = PM X 







iicken. Beide Gleichungen bedingen sich gegenseitig, ebenso J 

'1) und (2) - Denn jede Menge M x ist aus 4M X und PM X 
imenÄ^ se * z * nn ^ ^ a ^ er m ** ^ er e i nen identisch, wenn die 

a feblt. -ÄJiaJog ist 4M X — (J4M X + P4M X ) und daher gilt * 

eil •!) xricbtig ist und umgekehrt. |j 

Relationen (1) bis (4) zeigen, daß die Zerlegung einer 

dtixch die Disjunktion (J, p) nicht weiter ge- 

bann, als bis zu den Mengen JM X und PM X . Die 

. tröit zur ersten schließt die Entscheidbarkeit ein, die 

gC bließt sie aus. Mengen erster Art wollen wir kurz- £| 

-j^- err gexi, die der zweiten Nabla- Mengen nennen. Die 
"Eigenschaft einer Delta -Menge N wird durch jede 
en ^/jY == 2V, PN = 0, die einer Nabla -Menge JV' 

q /t#' s= N f angegeben. Eine Menge M x , die 
rxG ch Nabla-Menge ist, besteht aus den beiden kom- 
■^ rj^jlmengen 4M t + PM X , die nach (1) bis (4) Mengen 

~"~ Sonderarten sind. 

^ri^mchen MM* L Bd. 42 
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§ 90. Ist nun eine Disjunktion 

(B) M=(M l + M^ 

gegeben, so können wir fragen, ob sie entscheidbar ist. Ist dies 
der Fall, so sind M x und M % Delta -Mengen, es ist daher insbe- 
sondere (^M, + ^Jf,) = 0, und diese Relation sagt umgekehrt 
aus, daß die Disjunktion (5) entscheidbar ist. 

Ist die Disjunktion nicht entscheidbar, so können noch ein- 
zelne Besonderheiten eintreten , die wir vorweg nehmen wollen. 
Erstens können M x und M t Nabla- Mengen sein. In diesem Fall 
ist die Disjunktion völlig unentscheidbar. Dies tritt z. B. bei 
der Disjunktion zwischen den Dreiecken von gestreckter und klei- 
nerer Winkelsumme in einer Geometrie ohne Parallelenpostulat 
ein. Von keinem einzigen Element in M kann entschieden 
werden, ob es zu M x oder J/ f gehört. Wir wollen dabei hervor- 
heben, daß trotzdem natürlich die Zugehörigkeit zu M selbst für 
alle Elemente beweisbar sein kann. — Zweitens kann M x eine 
Delta-, M % eine Nabla-Menge sein. Dann erhalten wir einen Fall, 
den wir unter den Paradoxieen nochmals antreffen werden : Die 
komplementäre Menge von M x ist so beschaffen, daß ich von 
keinem ihrer Elemente beweisen kann, daß es zu ihr gehört. Ist 
o ein Element in M, so kann ich beweisen, daß es in Af x ist oder 
ich kann nichts beweisen. 

Diese unentscheidbare Disjunktion ist eine logische Folge 
des Postulats der Entscheidbarkeit. Denn die Zerlegung der Teil- 
menge M l in z/Jf, und PM X ergibt gerade die zuletzt be- 
schriebene Art der unentscheidbaren Disjunktion. 

Wenden wir uns nun dem allgemeinen Fall zu und zerlegen 
in (5) die Teilmengen M x , J/ 2 , so entsteht eine vierfache Dis- 
junktion 
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M = 4M X + JM % + PM t + PM % 
aus dieser die zweifache: 

m= n+n* 

orin : 

N = 4M x + JM % 

N'= PM X + PM % . 

)ie Disjunktion (7) ist entscheidbar, (8) völlig unentscheidbar. 
(enge N ist eine Delta -Menge; denn ist a in N, so ist es 
der in J,M t oder in dM % ; in jedem der beiden Fälle ist die 
lörigkeit zu der betreffenden Teilmenge beweisbar, also auch 
igehörigkeit zu N. Über N' läßt sich nichts aussagen, vor 
nicht, daß es notwendigerweise eine Nabla- Menge sein J 

Wiederholen wir daher die Zerlegung an (6) , so entsteht 

M = P+P', 
>rin: 



P' = PN+PN'. 

ieder eine Delta-Menge, P' aber diesmal eine Nabla-Menge, 

= 0. Die Disjunktion (9) ist daher von einer bereits 

teten Sonderart und unentscheidbar. Die nochmalige Wieder- 

ler Teilung führt nicht mehr weiter, da 4P = P, PP = 0, 

? /zp' = P' ist. 

ten wir für P, P\ N, N' aus (10, 11, 7, 8) ihre Bedeutung 
in so finden wir (indem PN = 0, JN= N) für (9) die 
i Zerlegung: 

der Disjunktion algebraisch - transzendent kennen wir 

;« sf M:\/2 t in 4M.:x. Ob es in den beiden 
veise m ** -^m • Y"> ** ■ 

42* 



! 
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letzten Mengen Elemente gibt, wissen wir nicht. Von einer Zahl 
a in J(PM x + PM i ) müßte sich die Unentscheidbarkeit beweisen 
lassen ; bei einer Zahl ß dagegen in P (PM X + PM t ) ist nicht nur 
die Entscheidung, ob algebraisch oder transzendent, sondern auch 
der Beweis der Unentscheidbarkeit unmöglich. Eine solche Zahl 
kann demnach nicht angegeben werden. 

§ 91. Nun sind in der Disjunktion (12) zwei Unterfalle von 
besonderer Bedeutung. Ist erstens P(PM X + PM 9 ) = 0, so ist 
die Disjunktion (12) entscheidbar ; es bedarf also nur einer neuen 
Begriffsbildung, um aus der unentscheidbaren zweifachen Disjunktion 
(5) zu einer entscheidbaren dreifachen zu gelangen. Ein Beispiel 
hierfür ist mir nicht bekannt. Ist zweitens J(PM x + PJtf t ) == O 
so heißt das: Es kann kein Element angegeben werden, für das 
die Disjunktion nachweislich unentscheidbar ist 1 . Dieser 
Fall tritt praktisch wirklich ein, und der Nachweis hierfür 
beruht auf folgender einfachen Bemerkung: Wenn gezeigt 
werden kann, daß kein Element von ü^ in J{PM X -+- /^J|f ) 
enthalten ist, so ist J(PM X + PM t ) = 0; denn andernfalls 
wäre es ja gewiß, daß alle Elemente dieser Menge in M % lägen 
gegen die Definition von j(P M x + PM t ) , die alle Elemente enthält 
von denen es nachweislich ungewiß ist, ob sie nach M l oder Jbf 
gehören. 

Man sieht das gleiche auch aus unserem Kalkül. Ein Element 
von M x , das zu J (PM X + PMJ gehört, ist Element von /^ Jfcf 
Enthält J (PM X + PM t ) kein Element aus M x , so auch keines ans 
PM X -, es ist daher J(PM X + PMJ = J PM % = nach (3) 

1 Da gleichwohl P{PM l -f PM S ) existieren könnte, braucht die Disjunkt' 
darum noch nicht entscheidbar zu sein. Es läßt sich aber über ihre Kutsch '* 
barkeit nichts ausmachen. 
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mders einfach liegt der Fall dann, wenn M t eine Delta-Menge ist. 
a ist nämlich PM X = 0, FM l + FM % = FM t und daher 

4{TM X +FMJ = JFM 9 = 0. 

§ 92. Der zuletzt besprochene Fall liegt bei folgendem Beispiel 
Es sei « irgend eine reelle Zahl und ß eine beliebige andere, 
i ein Ifixnes verfahren definierte, z. B. ein Dedekindscher 
itt. Ist dann ß von a verschieden, so läßt sich das auch beweisen. 
entwickelt beispielsweise a und ß in Dezimalbrüche, so müssen 
tl zwei Stellen verschieden ausfallen. (Die Indier sollen ver- 
b haben, daß *r die Wurzel aus 10 sei. Es ist aber \/l0 = 3,16 ... , 

3,14 , also V 10 ^*-) Teilen wir daher die reellen Zahlen 

i Mengen JH % der von a verschiedenen und M % der zu a gleichen, 

rfc ^Jb£ % = -"i> un ^ es * 8 * 8 <> m it unmöglich, zwei 
iz verfahr en anzugeben, von denen sich nach- 
en laß*, daß über die Gleichheit oder Ver- 
»denheit ihrer Limites eine Entscheidung un- 

ich ist. 

' sei nixö weiter a eine algebraische Irrationalzahl ; die ßeihe y 

1 ebraischen Gleichungen kann abzählbar geordnet werden: 

= o, f* (*ö = °> f ^ x) = ° ^ LKa P- VI § 18 )- Es 8ei /iW - «i . 

f f^ == a 9 u. s. f., und die erste Gleichung, der a genügt, 
-te also f n («) = °f dagegen a t , a a , bis a x _ 1 von null ver- 
letzterer Tatsache kann ich mich durch eine end- 
Operationen überzeugen, indem ich jede dei* 
bis zur ersten, von Null verschiedenen Ziffer 
x . *" gjbr uchentwicklung berechne. Ob dagegen f% (a) = 
. - rKk QfrlicheTweiae nicht entscheiden, wenn nicht a direkt 

011 — f ^ä1 = definiert ist. Ich kann aber auch nach 

rze l von / ie v**/ 

*^ Tuenden nicht beweisen, daß die Entscheidung unmöglich 
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ist, denn ist eine reelle Zahl and f % (*) im allgemeinen ein Schnitt 
oder eine sonstwie durch ein Grenzverfahren definierte Zahl, und 
von der Gleichheit der beiden läßt sich zwar nicht die Entscheid- 
barkeit, aber die Unbeweisbarkeit der Nichtentscheidbarkeit zeigen. 

Wenn es also Zahlen gibt, von denen der Nachweis der Un- 
entscheidbarkeit ihrer Transzendenz oder Kichttranszendenz geführt 
werden kann, so sind sie gewiß nicht algebraisch; es gibt darum 
solche Zahlen nicht, denn mit dem Nachweis, daß sie nicht alge- 
braisch sind, hätten wir ja die angeblich unmögliche Entscheidung 
getroffen. 

Auch hier liegt das besprochene Schlußschema vor. Ist M x 
die Menge der algebraischen, M t die der transzendenten Zahlen, so 
enthält J iPM x + PM t ) keine Zahl aus M x , existiert also nicht. 

Hiermit erkennen wir das dem Postulat der Eutscheidbarkeit 
anhaftende unlösliche Dilemma. Selbst wenn uns vom Standpunkt 
dieses Postulates aus vorgehalten würde, daß es nachweislich, 
nicht nur praktisch, kein Kriterium der Transzendenz gibt, 
können wir immerhin erwidern: Es kann uns aber kein spezielles 
Beispiel angegeben werden, in dem es ein solches Kriterium nicht 
geben kann 1 . 

Zum Schlüsse sei noch hervorgehoben, daß das Postulat der 
Eutscheidbarkeit in der Geometrie eine stillschweigende und zugleich 
nirgends in den Schlüssen auftretende Voraussetzung ist. Ob zwei 
Punkte verschieden sind oder zusammenfallen, betrachten wir stets 
als bestimmt, ohne nach einem Kriterium zu fragen. 



1 Wie mir Herr Geheimrat H. A. Schwarz mitteilt, hat er an Kr onecker 
tatsächlich als Erwiderung auf dessen Einwände gegen Weierstraß' Irrational- 
zahlentheorie die Aufforderang gerichtet, ein nachweislich unentscheidbares Beispiel 
anzugeben. 
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Die !Paradoxie der endlichen Bezeichnung. 

§ 93. In § 18 bewiesen wir den Satz der endlichen Bezeichnung, 
sine Menge, in der jedes Element durch eine endliche Zusammen- 
in g von Zeichen eindeutig beschrieben werden kann, abzählbar 
Umgekehrt ist auch jede abzählbare Menge einer endlichen 
ichnung fähig:, da ihre Elemente nummeriert werden können. 
)as Kontinuum ist demnach einer endlichen Bezeichnung nicht 
ebensowenig die zweite Zahlklasse oder die Menge aller 
[Funktionen, geschweige denn die aller Funktionen. — 
'ede Definition ist eine endliche Bezeichnung. Denn alles was 
i axisgesprochen werden kann, läßt sich schreiben und 

also dnrch eine endliche Anzahl von Zeichen eindeutig 
'*» n Hierauf beruht folgendes Sophisma: Jede irrationale 
k +"mmt eindeutig einen unendlichen Kettenbruch, dessen 
v, Ziflpexmreihe als solche natürlich nicht gegeben sein 
. , e ;hjr muß ein Bildungsgesetz für diese Ziffern (Nenner) 
ja wie kompliziert es auch sei, jedenfalls durch eine 

=* * y* yon Buchstaben des Alphabets geschrieben oder 

jm n kann. Die Menge der Irrationalzahlen ist also 
3 ni- i, [Bezeichnung fähig, d.h. abzählbar, gegen unseren 

en c en - s ihrer NichtrAbzählbarkeit. — 

1 lnß liegt in der Annahme, daß zu jeder Irrational- 
e ^scresetz" bekannt sei. Man bestätigt leicht, daß 

m » . ,™. . ßS f olfft auch sofort aus der korrekten Durch- 

lebt zutrifft es * 
eres Schlusses. 
g ixns ort in dem Sophisma eine Schwierigkeit verborgen ; 

rotzdem ^ ^ Paradoxieen und ist schwer in Worte zu 

hrt sie nxon 
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fassen. Irrationalzahlen wie \J2 and % betrachten wir als gegeben, 
weil sie definiert sind. Alle in diesem Sinne „gegebenen" Irratio- 
nalzahlen bilden eine abzahlbare Menge : es existieren darum Irra- 
tionalzahlen, die nicht gegeben sind. Praktisch liegt darin 
keine Schwierigkeit: Wir haben es noch nicht nötig gehabt, uns 
mit ihnen zu beschäftigen. Es gibt ja auch algebraische, speziell 
rationale, anch ganze Zahlen, die noch nicht Gegenstand mathema- 
tischer, auf sie allein gerichteter Arbeit waren. Und die Mathematik 
geht auf die allgemeinen Gesetze ans; die „individuellen" Eigen- 
schaften irgend einer Zahl haben zumeist nur Interesse als An- 
wendungen der allgemeinen Gesetze. Sowie wir aber diese An- 
wendung versuchen, taucht die Schwierigkeit auf: Die Eigenschaften 
der allgemeinen Irrationalzahlen sind ohne Kriterien definiert; 
in der Algebra dagegen besitzen wir fast durchweg Kriterien, und 
sie lassen sich ohne weiteres anwenden, wenn auch die Durchführung 
der Rechnung trotz ihrer Endlichkeit menschliche Kräfte über- 
steigen mag. 

Die Möglichkeit der Kriterien in der Algebra entspringt ans 
der Existenz eines allgemeinen endlichen Definitionsschemas der 
algebraischen Zahl : dies ist die algebraische Gleichung. Ein solches 
Schema kann es für die allgemeinen Irrationalzahlen nicht geben 
weil ihre Menge sonst abzählbar sein müßte. Und darum kann 
es meines Erachtens auch keine Kriterien, z. B. kein Kriterium der 
Transzendenz geben. Für eine algebraische Zahl gibt es eine 
bevorzugte, einfachste Definition : ihre irreduzible Gleichung. Für 
eine transzendente Zahl gibt es das nicht; z.B. e ist auf zwei 
Arten definiert, und es existiert kein Gesichtspunkt allgemeiner 
Natur, der einer dieser Definitionen den Vorzug gäbe. Geht m^ r n 
die Definitionen der bisher untersuchten Transzendenten durch so 
findet man Integrale, Reihen und andere Grenzprozesse, transzen- 
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te Gleichungen und Kombinationen solcher Hülfsmifctel darunter, 
rfe ich die Frage auf: „Wie müßte das Kriterium der Trans- 
lenz einer gegebenen Irrationalität aussehen?", so entsteht sofort 
zweite Frage : Wie müßte denn eine „gegebene" Irrationalität 
st aussehen? Sucht man die Frage irgend wie zu spezialisieren, 
durch Beschränkung auf unendliche Reihen und unter diesen 
i auf Kettenbrüche, so sieht man sofort wieder, daß im Falle 
Unendlichkeit dieses Bruches — und der kommt allein in 
Eicht, — ein Bildungsgesetz bekannt sein muß. Wie aber sieht 
3ildungsgesetz aus? 

} 94. Analoge Schwierigkeiten müssen bei jeder nicht-abzähl- 
i Menge auftreten. Nächst dem Kontinuum am bekanntesten 
n ihrer Struktur in mancher Hinsicht einfacher ist die zweite 
bor sehe Zahlklasse. Sie zeigt besser als das Kontinuum, 
en Einfluß die Nichtabzählbarkeit auf die mathematische 
adlong hat. 

)urch die drei Operationen a + ß, a.ß, a? und das neue Zeichen 
nnen wir eine abzählbare Menge von Zahlen der zweiten 
e systematisch bezeichnen und damit den Anfang der Reihe 
treiben, aber auch nur den Anfang. Er sieht so aus: 

m o + l, <o + 2, ... a> + x, ... 

m.2, «ü.2 + 1, a>. 2 + 2, ... co.2 + x, ... 
co. 3, io.S + 1, ß>-3 + 2, ... <ö.3 + x, ... 



<o.n, <*> 



.n+1, <o.n + 2, ... (o.n + x 






f + l, fi>* + 2, ... ©* + *, ... 
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«o* + <d , a* + a + 1 , ... n. s. f. 

© + CO .w, . . . 

<D*.2, ©\2 + l, ... U. 8. f. 

Wir gelangen zu ©*, a> 4 , ... a/ , weiter zu «d" etc., und sind 
damit imstande, alle Zahlen unterhalb der ersten Epsilonzahl 
zu bezeichnen. Diese selbst aber genügt den drei Gleichungen 
+ 5 = 03. 6 = cd* , läßt sich also nicht durch unsere drei Opera- 
tionen auf o zurückführen. Fügen wir jetzt e als neues Zeichen 
zu den bisher benutzten Zeichen 0, 1, ... 9, m hinzu, so gestattet 
dieses neue Zeichensystem die Bezeichnung bis zur zweiten «-Zahl. 
Bezeichnen wir die Epsilonzahlen durchweg mit e a , worin a der 
Ordnungstypus der Menge aller vorangehenden Epsilonzahlen ist, 
so gelangen wir damit bis zu der ersten Epsilonzahl, die ihrem 
eigenen Index gleich ist und für die eine Bezeichnung noch nicht 
eingeführt ist. Wir sehen Also, daß die Bezeichnung der zweiten 
Zahlklasse dauernd zur Einführung neuer Zeichen zwingt. Interessant; 
ist dabei nun die Tatsache, daß nur eine endliche Anzahl von 
neuen Zeichen erforderlich ist, um bis zu einem vorgeschriebenen 
Typus zu gelangen. Es ist also jede Zahl der zweiten Klasse 
einer endlichen Bezeichnung fähig, die ganze Zahlklasse selbst; 
dagegen nicht. Das kann nicht ernstlich befremden, wenn man 
sich erinnert, daß die zweite Zahlklasse ein Haupttypus, d. H. 
allen ihren Resten ähnlich ist. Bis zu welcher Zahl wir auch 
vordringen, stets ist der Rest noch von derselben Struktur ; hinter 
jeder noch so weit vorgetriebenen Bezeichnung liegt wieder die- 
selbe Menge unbezeichneter Zahlen, wie hinter a selbst. Analoge 
Verhältnisse treten bei der Menge der endlichen Zahlen auf. Auch 
dort liegen hinter jeder Zahl ebenso viele wie hinter der Eins. 
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ld beispielsweise gibt es zu jeder ganzen Zahl a eine Basis x 
les Zahlsysteins , in dem a eine vorgeschriebene Anzahl von 
allen hat. Trotzdem also jede Zahl etwa sechsstellig ge- 
trieben werden kann, gibt es kein Bezeichnungsschema um 
[ e ganzen Zahlen sechsstellig zu schreiben. Analog ist das Ver- 
ten der zweiten Zahlklasse, die selbst nicht endlich bezeichnet 
rden kann, wiewohl jeder Abschnitt einer endlichen Bezeichnung 
ig ist. 

§ 95. Die vorstehenden Erörterungen zeigen einen Unterschied 
Gebrauch der Worte „alle" und „jeder", hinter dem man, 
leicht mit Recht, vielleicht auch nicht, einen logischen Unter- 
ed gesucht hat, ohne ihn bisher fixieren zu können. Wenn 
die bisherigen Betrachtungen daraufhin durchsehen, so scheint 
Unterschied gar nicht in den Worten „alle" und „jeder", 
ern in dem Doppelsinn des Wortes „ein" zu liegen, dessen 
zwischen „je ein" un ^ »e" 1 un d dasselbe" wechselt, wie in 
mden Beispielen: | 

Es ffibt für jede Zahl der zweiten Klasse eine endliche l 

tellon^r aber nicht eine endliche Darstellung aller Zahlen 2 

zweiten Klasse. 

R 1 ^iebt für jede Transzendente ein Kriterium ihrer Trans- 
aber nicht für alle Transzendenten ein Kriterium. 
Satz ist durchaus problematisch.) 

der Unterschied hier wohl klar zu Tage liegt, könnte 

« nstand verlassen werden. In jüngster Zeit ist aber dem 

der endlichen Darstellung eine Formulierung gegeben 

die » n f ^ er soe b en beschriebenen Verwechslung beruht ; 

-,. e [Formulierung das Paradoxon durch Festlegung im 

absehbare Zeit dem Schicksal entrissen hat, trotz 
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seiner Beliebtheit als mathematische Stammtischunterhaltung eines 
Tages in Vergessenheit zu geraten, so sei es gestattet, an dieser 
Stelle darauf einzugehen. 

a) Da es nicht für alle Zahlen des Kontinuums eine endliche 
Darstellung geben kann, so gibt es Zahlen, die nicht endlich dar- 
stellbar sind. 

b) Es sei M die Menge aller endlich darstellbaren Zahlen 
des Kontinuums. Sie ist abzählbar, definiert also nach dem Dia- 
gonalverfahren eine nicht in ihr enthaltene Zahl u. 

c) u ist nicht darstellbar, weil nicht in M enthalten. Wir 
haben aber seine Definition soeben mit einer endlichen Anzahl 
von Worten ausgesprochen, also ist u doch endlich darstellbar. 

Daß a) falsch ist, war soeben gezeigt. Es gibt keine end- 
liche Darstellung für alle Zahlen des Kontinuums zugleich, trotz- 
dem kann jede einzelne endlich darstellbar sein , wie wir deut- 
licher an der zweiten Zahlklasse sahen, auf die das Paradoxon 
ebensogut paßt. Infolgedessen ist auch der Schluß b) falsch, der 
nur a) umkehrt. 

Im übrigen verdient hervorgehoben zu werden, daß die Dis- 
junktion zwischen endlich darstellbaren und endlich nicht dar- 
stellbaren Zahlen unentscheidbar ist, da es natürlich unmöglich 
ist, Zahlen der zweiten Art anzugeben: jede Definition ist eine 
eo ipso endliche Darstellung. Man könnte also, wenn das 
Paradoxon wirklich ernsthaft wäre, seine Losung getrost derje- 
nigen höheren Intelligenz überlassen, die einer Kenntnis endlich 
nicht darstellbarer Zahlen fähig ist. 

Beachtet man noch, daß eine endliche Darstellung eine Zu- 
ordnung eines Dings zu einer Zeichenkombination ist, so erkennt 
man, daß überhaupt jedes Ding endlich darstellbar ist ; wenigstens 
ist nicht einzusehen, warum ich ihm nicht eine bis jetzt sinnlose 
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Kombination soll zuordnen können. Endliche Darstellbarkeit hat 
also nur, auf abzählbare Mengen angewandt, einen vernünftigen 
Sinn, nicht aber, wenn von einzelnen Dingen die Rede ist. — 



XXIV. 
Ultrafinite Paradoxieen. 

§ 96. Wir kommen nun zu einem ernsthaften Mangel, der den 
mengentheoretischen Betrachtungen in ihrer allgemeinen Durch- 
führung anhaftet. Er besteht in der Ungeklärtheit des Begriffs 
der Menge selbst. Wir kennen unendliche Mengen, auf die unsere 
Betrachtungen widerspruchsfrei anwendbar sind, aber wir haben 
bisher keine Kenntnis derjenigen Eigenschaften, die der Definition 
einer Menge zu eigen sein müssen, damit diese Widerspruchs- 
losigkeit gewährleistet ist. Daß solche vorhanden sein müssen, 
können wir durch die Existenz paradoxer Mengen zeigen. Da 
der Ausgangspunkt der Mengenlehre ein rein logischer zu sein 
scheint , nehmen auch die Faradoxieen , auf die wir stoßen , zum 
Teil einen rein logischen Charakter an , wie das Paradoxon von 
Russell. Diese sind aber wieder ungefährlich, da sich die in 
ihnen auftretenden Begriffe als unscharf nachweisen lassen. Eine 
ernste Schwierigkeit liegt dagegen in dem Paradoxon einer an- 
scheinend mathematisch definierten Menge, die wir an zweiter 
Stelle betrachten wollen. 

Von den paradoxen Mengen, die wir hier untersuchen, läßt 
sich leicht zeigen, daß sie von größerer Mächtigkeit als jedes 
Alef sind. Wie nun unendliche Mengen bei der Anwendung des 
endlichen Anzahlbegriffs Paradoxieen ergeben, so scheint wiederum 
bei Mächtigkeiten, die über jedes Alef hinausgehen, die Anwen- 
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diing der transfiniten Mächtigkeitslehre zu versagen. Ob der 
Grund dafür in gewissen nnentdeckten Axiomen des Transfiniten 
oder aber in der Definition der paradoxen Mengen selbst steckt, 
die dann gar nicht existieren würden, das ist noch unentschieden. 
Wir wollen diese Art Mengen und die ihnen eigenen Wider- 
sprüche als ultrafinit bezeichnen, hiermit das Wort trans- 
finit auf Mengen beschränkend, auf die die Lehre vom Trans- 
finiten anwendbar ist. Der Vorschlag, das Wort „Menge" selbst 
für widerspruchsfreie Mengen zu reservieren, ist noch nicht zu all- 
gemeiner Anerkennung durchgedrungen. Auch kann ich mich ihm 
hier darum nicht anschließen, weil die paradoxen Begriffe, von 
denen ich berichten werde, allgemein unter den Namen: „Menge 
aller Mengen", „Menge aller Ordnungszahlen" bekannt sind. 

§ 97. Bei der Wohlordnung lernten wir die Operation +. 1 
kennen, die im Anhängen eines Elementes besteht. Darin liegt 
die stillschweigende Annahme, daß man zu jeder Menge noch ein 
Element hinzufügen kann. Betrachtet man aber die »Menge 
aller Dinge", so sieht man, daß diese Annahme eine Beschrän- 
kung des Mengenbegriffs enthält. Ferner war in Kap. VUE be- 
wiesen, daß die Menge M aller Teilmengen von M höhere Mäch- 
tigkeit hat, als M selbst. Dieser Satz kann für die Menge aller 
Dinge nicht gut zutreffen, da es offenbar keine Menge von hö- 
herer Mächtigkeit geben kann. Betrachten wir den in § 24 ge- 
führten Beweis näher, so sehen wir, daß wir ihn an unserem 
Beispiel wesentlich vereinfachen können. Nennen wir zunächst 
die Menge aller Dinge S). Jede Teilmenge von 2) ist eine Menge 
also ein Ding (nämlich ein Gegenstand des Denkens), also in ^ 
als Element enthalten. Wir brauchen darum nicht erst anzu- 
nehmen, daß eine besondere Zuordnung zwischen den Dingen und 
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Teilmengen von 3) hergestellt werde: wir ordnen jede Teil- 
ige sich selbst zu, d. h. wir wählen die Identität als Zu- 
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Der Beweis des § 24 betrachtet nun die Teilmenge Y aller 
ge von S£> , die in den ihnen zugeordneten Teilmengen nicht 
lalten sind. Ist daher N eine Teilmenge von S), so haben 
zu fragen : Ist N in sich selbst enthalten? Wenn ja, so 
inen wir es zu einer Menge X, wenn nein, zu Y. Y ist also 
Menge aller Mengen die sich nicht selbst enthalten. Solche 
igen gibt es. Z. B. jedes Element von © ist eine ganze Zahl, 
elbst aber nicht. ® enthält sich daher nicht. — 
Der Schloß des § 24 nimmt jetzt folgende Gestalt an: 
-|\ y enthalte sich selbst, d. h. es befinde sich unter den (! 

n die wir zu Y rechnen. Wir rechnen aber zu Y dieje- ]\ 

Mengen <ü e sich nicht selbst enthalten. jl! 

o\ y enthalte sich nicht selbst, so ist es eine der Mengen, j j 

•— «>« V rechnen, daraus aber folgt: Y enthält sich selbst. 
IVes ist das Russeische Paradoxon 1 von der Menge der Men- 

*< 

eil The Principles of Mathematics. R u s s e 1 1 hat dort das Paradoxon j j | 

1 «.«J^tensten logischen Formen gebracht, von denen die folgende K 

^edergegeben sei (§ 78. 1. c). ^ 

f> ädilta.t a (im logischen Sinne) läßt sich entweder von sich selbst 
Jedes m öge dann der Kürze halber als „prädikabel" bezeichnet 

gen UX1 j£ß t 8 j c )j nicht von sich selbst aussagen, dann möge es „im- 

tn, ° * ne ußen. Das Prädikat „denkbar" ist prädikabel, denn es ist selbst 
ikabel -pj.^aikat tugendhaft 44 ist „imprädikabel", denn es ist selbst 

tagen ^ ^ j^tion zwischen prädikabel (p) und imprädikabel (i) ist voll- 
Pie ^ }is ^ VLT ^ r ^ik A t a ist entweder p, d. h. a ist a, oder es ist t, d.h. a 
ig: Jedes ch ^ aucn das Prädikat t = imprädikabel entweder i oder 

*n - <*- 1>eBtt t , r ädikabel (p), so heißt das : „t ist t tf , im Widerspruch mit „t 



es 






i 
i 
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gen, die sich nicht selbst enthalten. Es ist nicht speziell 
thematisch, daher auch dem Laien verständlich, aber zugleich 
gefahrlich für den Mathematiker, der ja mit der Menge aller Dinge 
nichts zu tun hat. 

Die Lösungsversuche des RusselschenParadoxons 1 sind durchweg 
Problemverschiebungen, wie der folgende: „Eine Menge ist von 
jedem einzelnen ihrer Elemente verschieden*. Die Menge aller 
Mengen, die sich nicht selbst enthalten, ist daher die Menge aller 
Mengen überhaupt. Diese aber existiert nicht, da sie ja, als Menge, 
eines ihrer Elemente sein müßte." Hier wird aus der Paradoxie 
auf die Nichtexistenz der Menge geschlossen. Die formale Verein- 
fachung des Paradoxons nimmt diesem Schluß weder die Banalität 
noch den Charakter des Zirkels, der durch den Anspruch hinzu- 
kommt^ das Paradoxon zu erklären. 

§ 98. Da die „Menge aller Dinge" auch mathematisch nicht- 
definierbare Objekte enthält, braucht ihre Paradoxie den Mathe- 
matiker nicht sonderlich zu beunruhigen. Leider gibt es aber 
auch rein -mathematisch definierte Mengen, die in sich Widerr- 



ist p u . Und ist es imprädikabel, (* ist t), so ist es damit von sich selbst aus- 
gesagt, also prädikabel (p). 

In dieser rein logischen Form ist das Paradoxon von ünendlichkeitsfragen 
frei, wenigstens formal. Man möge danach den Wert der Behauptung beurteilen. 
die Mathematik verdanke ihre Sicherheit lediglich der Logik. 

1 Die kurz vor Beendigung des Drucks erschienene Arbeit Poincatres 
(Revue de Mdtaphysique et de Morale XIV, 8) konnte leider nicht mehr berück- 
sichtigt werden. Ihre Bedeutung geht über das hier besprochene Problem weit 
hinaus. 

8 Auch dann, wenn sie nur ein Element enthalt. Die Menge @ aller ganzen 
Zahlen z. B. enthält unendlich viele Dinge, die aus dem einen Ding & bestehende 
Menge 1@| aber nur dieses eine Ding. {® j ist also von © verschieden. 
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spruchsvoll sind, and ich halte es für gewiß, daß diese Wider- 
spräche denselben Ursprung haben, wie das Paradoxon von S). 
Als Typus solcher paradoxen Mengen kann die Menge Waller 
Ordnungszahlen bezeichnet werden. Daß sie paradox ist, 
ergibt unser Satz XXXTTT, nach dem W eine nicht in ihr ent- 
haltene Ordnungszahl definieren müßte, die andererseits in W 
als der Menge aller Ordnungszahlen enthalten wäre. 

In der Tat : Nach Satz XXXII ist W wohlgeordnet. Der 
Ordnungstypus | von W wäre daher ein Element von W\ der 
Abschnitt dieses Elementes hätte nach Satz XXX den Ordnungs- 
typus |, d. h. W wäre einem seiner Abschnitte ähnlich, gegen 

Satz xxni. 

Die erste Veröffentlichung über diese Faradoxie stammt von 
Herrn Burali-Forti. Nach einer Mitteilung von Herrn Bern- 
stein ist sie aber Georg Cantor schon früher bekannt ge- 
wesen. Ich halte sie für auch heute noch völlig ungelöst und 
werde keinen Versuch machen, sie zu beheben. Dagegen ist es 
notwendig, die einzelnen Lösungsversuche kurz zu besprechen. 

Erster Versuch: Jeder Abschnitt von W ist wohl- 
geordnet, TT selbst nicht. 

Wir haben bereits gezeigt, daß W wohlgeordnet ist. Außer- 
dem würde aus der Wohlordnung jedes Abschnittes von W ohne 
weiteres die Wohlordnung von W folgen. 

Zweiter Versuch: W ist wohlgeordnet, hat aber 
keinen Ordnungstypus. Dieser Aussage vermag ich keinen 
Sinn abzugewinnen. Die Aussage, daß eine wohlgeordnete Menge 
M einen Ordnungstypus p besitzt, behauptet, daß eine Menge AT 
existiert , der M ähnlich ist. Da nun auf alle Fälle M zu sich 
selbst ähnlich ist, definiert jede wohlgeordnete Menge einen Ord- 
nungstypus. 

Abfcftndlnngen der Friw'schcn Schule. L Bd. 43 
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Dritter Versuch: Es ist nicht möglich, ein Element 
m hinter die Menge W zu ordnen, d. h. die Vereini- 
gungsmenge (W+m) so zu ordnen, daß m auf alle 
Elemente von W folgt. Auch den Sinn dieser Behauptung 
vermag ich nicht zu verstehen. Sind a, b zwei verschiedene 
Elemente der Vereinigungsmenge (W+m), so sind entweder 
beide in W oder eines von ihnen ist mit m identisch, das andere 
in W. Das Zeichen a^cb möge im ersten Fall den bekannten 
Sinn haben,, im zweiten Fall möge es die Behauptung aussprechen 
daß b dasjenige der beiden Elemente sei, welches mit m identisch 
ist. Durch diese Festsetzung ist faktisch m hinter alle Ele- 
mente von W geordnet ; ein Beweis , daß solches unmöglich sei 
kann also nur davon ausgehen, daß die Bildung der Vereinigcm«»- 
menge (W+m) bereits ohne jede Ordnungsfestsetzung unmöglich 
ist. Dies ist in der Tat der 

Vierte Versuch: Es ist nicht möglich, die Vereini- 
gungsmenge (W+m) zu bilden. Diese Behauptung ist direkt 
falsch, wenn nicht etwa W mit der Menge 2) identisch ist , cla e 
doch alle Dinge, nicht nur Ordnungszahlen enthält. Ans der 
Tatsache allein, daß m hinter TT geordnet werden und dadurch 
zu einem Widerspruch Anlaß geben könnte, läßt sich auf 
Nichtexistenz von (W+m) nur durch folgenden Zirkel schließ« 

„(W+m) enthält einen Widerspruch. Er rührt davon her 
daß diese Menge nicht gebildet werden darf. Sie darf aber darum 
nicht gebildet werden, weil sie einen Widerspruch enthält." 

Übrigens wird durch das Verbot der Bildung von ( W-+. 99A x 
nichts gewonnen. Ordnet man nämlich l das erste Element O 



1 Durch die Vorschrift: a-< ß bedeute, daß a von ß verschieden ist ** -* 
zwar, wenn beide von verschieden sind, daß a-<ß ist, dagegen, wenri 
der beiden Zahlen die ist, daß ß diese Zahl bezeichnet. 



- 633 - 



ivo 



r den mit 1 beginnenden komplementären Rest W* von 

rhäl'fc man, da W zn TT ähnlich ist, eine wohlgeordnete 

on höherem Typns als W. Endlich bedeuten die beiden 

Versuche nichts anderes als eine Anfechtung des ersten 

lgspriiizips , das im Anhängen eines Elementes besteht. 

rird die Bildung von W selbst fraglich, und sofern die 

Bnen Versuche das Ziel verfolgen, die Widerspruchslosig- 

j\T ztl retten, gleichen sie daher dem Verfahren des 

der den Ast absägt auf dem er sitzt, oder jenes Ehe- 

da»s ans seinem brennenden Hause Stiefelknecht und 

Jen rettet, das Kind aber vergißt. 

j[ eI1 ge W selbst ist übrigens gegen alle Ehrenrettungen 

steil Grade undankbar. So bemühen sich im 60sten 

jQa/kliematischen Annalen gleichzeitig Bernstein und 

--« «m ibre Widerspruchslosigkeit , wobei der erste auf 

-gjjgenschaften von W beweist, daß es Mengen gibt, 

«Uireordnet werden können, während dem zweiten der 

les Gegenteils gelingt. jjj 

jj ag Paradoxon der Menge W erinnert an diejenigen \\i 

<jie nach Kant entstehen, wenn wir die Natur als ;jl 

lilosseiies Ganze betrachten. Nach Pries entspringt i!j 

\ TT^endUchkeit des Raumes, der Zeit und der Zahlen- !j| 

A*& sie als formale Bedingungen der Erfahrung t% \ 

US y IA«*** o t, 

ncLbaren Charakter widerspiegeln müssen. Wie weit 
-fcation durch die mengentheoretischen Entdeckungen 

^^^ Aen mag, — °b ^ es der ^ a ^ k't mxx & hier außer \ 

.. _ 8 ie ist jedenfalls auf die Mengen S) und W 

"bleit* eü " ' i 

Ti-rfe anwendbar. Die Menge aller Dinge ist kein 

v Ganze, weil unsere Erkenntnis jederzeit unabge- J 

43* '!:! 
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schlössen ist, and die Menge W ist als formales „Gerippe" des 
unvollendbaren Prozesses der Bildung wohlgeordneter Mengen 
selbst unvollendbar. Nicht das Operieren mit den Begriffen JV 
und 2) ist die Quelle der Widersprüche, vielmehr sind diese Be- 
griffe selbst anhaltbar. Hiermit soll eine Lösung des Paradoxons 
nicht gegeben sein, wir werden vielmehr die Schwierigkeit sofort 
an einer anderen Stelle auftreten sehen. Aber sie erscheint dort 
nicht mehr anbehebbar. 

Es fehlt uns bis heute völlig an einer tiefgehenden Kritik 
des Mengenbegriffs. Die Leichtigkeit, mit der sich mit Zahlen- 
und Punktmengen einwandfrei operieren läßt, hat zu einem unbe- 
rechtigten Vertrauen auf die Zulässigkeit des Zusammenfasseiis 
unendlich vieler Dinge zu einer Menge geführt. Wenn wir daher 
die Menge aller Ordnungszahlen als widerspruchsvollen Begriff 
erkennen, sind wir aufs höchste befremdet, da im Begriff der 
transfiniten Ordnungszahl ein Widerspruch nicht zu entdecken ist. 
Die Operation des Zusammenfassens galt vor Entdeckung der 
Mengenlehre nur für eine endliche Anzahl von Individuen als zu- 
lässig. Unendliche Mengen hielt man für schlechtweg paradox. 
Diese einfache Scheidung ist heute hinfallig geworden, aber para- 
doxe Mengen existieren noch immer. Wenn wir daher konsta- 
tieren, daß die Zusammenfassung aller Ordnungszahlen zu einer 
Menge unzulässig ist, so sind wir nicht in der Lage, diese TJrusn- 
lässigkeit aus den Begriffen „Menge" und „ Ordnungszahl u zxx be- 
weisen, wir müssen uns lediglich mit dem Faktum des Wider- 
spruchs begnügen. 

Nimmt man den im vorigen Paragraphen besprochenen vierten 
Vorschlag an, so entsteht ein analoges Problem für die mengen- 
theoretischen Operationen, insbesondere das Verbinden zweier 
Mengen. Es ist leicht einzusehen, daß hierdurch die ganzen Er- 
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gebnisse der Mengenlehre mit einem großen Fragezeichen ver- 
sehen werden. Denn wenn die elementarsten Voraussetzungen 
unbekannte Grenzen ihrer Znlässigkeit haben , gilt das Gleiche 
von allen daranf gestützten Folgerangen. Ganz anders, wenn das 
Fragezeichen an den Begriff der Menge gesetzt wird. Dann 
wissen wir zwar nicht, was alles in den Bereich der Mengen- 
theorie fallt; wir wissen aber von einzelnen Mengen, z. B. den 
beiden ersten Zahlklassen, daß sie dazu gehören, und für diese 
bleiben daher alle unsere Folgerungen in Kraft. In der Tat kann 
das Paradoxon von W an den Ergebnissen der ersten vier Teile 
unseres Referates nicht rütteln, insbesondere nicht an den allge- 
meinen Sätzen über Ordnungszahlen, die im Bereich der zweiten 
Zahlklasse sicher richtig sind und ebenso für jede weitere, die als 
widerspruchsfreie Menge gelten darf. 

Die Menge aller Ordnungszahlen ist nur ein typisches Bei- 
spiel paradoxer Mengen. Aus jeder zu ihr ähnlichen Menge muß 
ein analoger Widerspruch entspringen. Dies ist in der Tat der 
Fall für die Mengen aller Hauptzahlen, aller a-Zahlen, ebenso für 
die Menge aller Alefs. Und nicht nur der Ordnungstypus dieser 
Mengen, sondern auch ihre Mächtigkeit besitzt die widerspruchs- 
volle Eigenschaft, letzte ihrer Art zu sein : Die Mächtigkeit von W 
wäre größer als jedes Alef, obwohl sie selbst ein Alef sein müßte. 
Diese Tatsache mag die Bezeichnung „ultrafinit" rechtfertigen. 



Auswahlprinzipien. 

§ 100. Ist eine Menge gegeben, so kann man aus ihr ein Ding 
auswählen, aus der übrigbleibenden Teilmenge ein zweites, sodann 
wieder ein drittes ; eine endliche Menge läßt sich auf diesem Wege 



— 636 — § 100. 

erschöpfen and wird dadurch zugleich wohlgeordnet. An einer 
anendlichen Menge kann das Verfahren bis zu jeder endlichen 
Zahl fortgesetzt werden. 

So einleuchtend diese Tatsache ist, so enthält sie doch ein 
Postulat, das noch nicht einmal leicht zu formulieren ist. Im 
allgemeinen wird dieses Postulat der Auswahl eines Dinges dahin 
verstanden, daß man ein Ding der Menge angeben kann. 
Und man pflegt es auch in speziellen Beispielen als erfüllt nach- 
zuweisen. So beruht der Cantor sehe Beweis der Existenz trans- 
zendenter Zahlen zunächst auf der Abzählbarkeit der abgebrai- 
schen und der Nichtabzahlbarkeit aller reellen Zahlen. Sieht man 
ihn genauer an, so werden tatsächlich transzendente Zahlen durch 
eben diesen Beweis der Nichtabzahlbarkeit vermittelst des Dia- 
gonalverfahrens angegeben. Aber es kann nicht behauptet wer- 
den, daß der Existenznachweis jeder Menge stets ein Element 
anzugeben gestatten müsse, wenn es auch anscheinend bisher in 
fast allen Fallen zutrifft. Hierbei stößt man offenbar auf die 
Frage, welcher Unterschied zwischen Existenz und logischer Mög- 
lichkeit besteht. Wir werden sehen, daß unter Anerkennung ge- 
wisser unendlicher Auswahlen bewiesen werden kann , daß jede 
Menge, z. B. auch das Kontinuum, wohlgeordnet werden kann. 
Wenn eine Menge wohlgeordnet werden kann, so ist ihre Mäch- 
tigkeit ein Alef , K«. Die Menge M aller ihrer Wohlordnungen 
besitzt alsdann die Mächtigkeit * a+x . Es läßt sich also etwas über 
M aussagen ohne daß man eines ihrer Elemente kennt. Faktisch 
ist bis heute keine Wohlordnung des Eontinuums bekannt. Darf 
man trotzdem ihre Existenz oder aber nur ihre logische Mög- 
lichkeit annehmen? Diese Frage kann ich nicht entscheiden. Ich 
bin aber der Ansicht, daß man den Unterschied zwischen einer 
Menge, von der ein Element angebbar ist, und einer als logisch 
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ich erkannten Menge dadurch nicht beseitigt, daß man beide 
datierend bezeichnet. 

V.nf die logische Möglichkeit der Wohlordnnng des Konti- 
s stützt sich ein Satz aas der allgemeinen Funktionentheorie, 
em uns hier nur der Beweis interessiert. Es muß nämlich 
iesem Beweis vorausgesetzt werden , daß eine bestimmte 
Ordnung des Kontinuums vorliegt. In dieser Voraussetzung 
: offenbar eine erweiterte Fassung unseres Auswahlpostulates, 
;wa in folgender Weise ausgesprochen werden kann: Ist 

Menge M logisch widerspruchslos definiert, 
lthält die Annahme, daß eines ihrer Elemente 

ben sei, keinen logischen Widerspruch, 
n dieser Fassung ist das Postulat noch nicht trivial. Bei- 
weise die Menge der endlich nicht darstellbaren Zahlen ge- 
i'hm nicht. Dies war auch einer der Gründe, mit denen das 
oxon der endlichen Darstellung abgetan werden konnte. 
leiches gilt von der problematischen Menge derjenigen Irra- 
zahlen , über deren Transzendenz oder Nichttranszendenz 
Intscheidung unmöglich ist. Unsere ganze Betrachtung dieser 
> hatte den Nachweis dieser Tatsache zum Zweck, 
b und wie weit die letzte Fassung des Postulates der ein- 
m Auswahl brauchbar und zulässig ist, muß ich dahingestellt 
aasen. Es kam mir nur darauf an, Beispiele für die ver- 
enen Fassungen anzuführen. 

101. Aus der Möglichkeit, ein Element auszuwählen, folgt, 
ir sahen die Möglichkeit jeder endlichen Auswahl und zu- 
die Wohlordnung der ausgewählten endlichen Menge. Die 
rdrning ist nun für endliche Mengen etwas Gleichgültiges, 
wenn nicht gegeben, jederzeit hergestellt werden kann. 
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Aber auch die Idee einer Auswahl hat mit der Wohlordnnng 
nichts zu thun. Wenn ich drei Elemente a, b, c aas wähle, so 
kann es mir unter Umständen ganz gleichgültig sein, in welcher 
Reihenfolge dies geschieht. Beurteile ich die Auswahl in diesem 
Sinne, so werde ich alle Auswahlen als gleichwertig betrachten, 
die dieselbe Teilmenge liefern, so daß Teilmengen und Auswahlen 
korrespondierende Begriffe werden. Das Auswählen selbst ist 
nur ein Verfahren, das ich zur Herstellung einer Teilmenge ver- 
wende. Bei endlichen Mengen ist dieses Verfahren zweifellos 
hinreichend zur Erzeugung der Menge aller Teilmengen, die ja 
selbst endlich ist; nnd wenn ich bei der Auswahl einer Teilmenge 
von der Reihenfolge absehe, so ist diese Auswahl nichts anderes, 
als eine einmalige Aaswahl eines Elementes aas der 
Menge aller Teilmengen. 

Die konsequente Ausdehnung des Auswahlprinzips auf un- 
endliche Mengen fuhrt daher zu dem Postulat der Exi- 
stenz der Menge aller Teilmengen. Da seine Zuläs- 
sigkeit angefochten worden ist, ist es jedenfalls praktisch erfor- 
derlich, dieses Postulat aufzustellen. 

Betrachten wir insbesondere die Menge der ganzen Zahlen, 
©. Jeder Teilmenge ist eindeutig eine Zahl des Kontinuums zu- 
geordnet, und die Umkehrung gilt auch, von einem unwesentlichen 
Ausnahmefall abgesehen. (Vgl. § 53). Wenn also die Existenz 
des Kontinuums , in welchem Sinne sie auch gemeint sei , zuge- 
geben oder angefochten wird, so gilt das gleiche von der Menge 
aller Teilmengen von @. Da allgemein das erste zutrifft, haben 
wir hier einen Fall, in dem unser Postulat erfüllt ist. 

Die Menge aller Teilmengen des Kontinuums wird schon mit 
mehr Berechtigung angegriffen, da man von ihr nicht viel weiß. 
Von ihrer Existenz kann man nur reden , wenn man den Begriff 
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3r Existenz schärfer faßt. Man übersieht leicht, daß die 
:e Frage in engem Zusammenhange mit dem Kontinuum- 
lem steht. 

§ 102. Da die Menge aller Teilmengen von M nichts anderes 
ils die Belegungsmenge 2* so ist das Postulat ihrer Existenz 
nem allgemeineren Postnlat enthalten, welches die Existenz 
Belegungs menge N" zweier existierenden Mengen M und N 
ingt. Eine wichtige Anwendung dieses Postulates ist nicht 
ant , wenn von ®® abgesehen wird , einer Menge , die sich 
3r als das Kontinuum interpretieren läßt. (Vgl. § 62). Doch 
t das Postulat implizite im allgemeinen Funktionsbegriff, da 
f enge aller Funktionen die Belegungsmenge des Kontinuums 
dch selbst ist. 

Me Belegungsmenge ist ein spezieller Fall der Verbindungs- 

e einer unendlichen Menge M von Mengen N. Diese war so 

ert : keine zwei der Mengen N sollen ein Element gemeinsam 

i Element der Verbindungsmenge heißt eine Menge M ' von 

ider Eigenschaft : Sie ist zu M aequivalent , und ist n das 

mt von M. ', welches dem Element N von M entpricht , so 

ein Element von N. Wenn alle Mengen N zu ein und der- 

Menffe P aequivalent sind, geht die Verbindungsmenge in 

leffun^smenge P" über. Postulieren wir die Existenz der 

dnnffsxnenge unendlich vieler Mengen, so ist darin wieder 

• f nz der Belegungsmenge enthalten. Gibt es eine Menge 

, Eigenschaft, daß jede der Mengen N einem Teil von P 

- . j g ^. und eine solche ist die Vereinigung aller 

^ so folgt umgekehrt die Existenz der Verbindungs- 

der der Belegungsmenge. Wir haben es also hier 
., e £ ne m wesentlich neuen Postulat zu thun. 
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Alle diese Postnlate können als Auswahlprinzipien bezeichnet 
werden, insofern ihre Gültigkeit, d. h. die Existenz der postu- 
lierten Mengen, an endlichen Mengen durch willkürliche Auswahl 
bewiesen werden kann. Man bezeichnet jedoch mit dem Namen 
des Auswahlprinzipes schlechthin ein Postulat, welches in 
dem zuletzt genannten enthalten ist und anscheinend weniger 
fordert. Dieses Auswahlprinzip xat 1 i£o%riv verlangt, da]ß min- 
destens ein Element der Yerbindungsmenge exi- 
stieren soll. Das heißt, ausführlich dargestellt: Ist eine 
Menge M gegeben, deren Elemente N selbst Mengen sind, so gibt 
es eine Menge M', die aus jeder Menge N ein und nur ein Ele- 
ment enthält. — Man kann sich hierin leicht von der Voraus- 
setzung frei machen , daß die Mengen N kein Element gemeinsam 
haben sollen, und erhält dann diejenige Formulierung, der das 
Prinzip den Namen des „Auswahlprinzips" verdankt: „In einer 
Menge M von Mengen N ist es möglich, aus jeder 
Menge N ein Element auszuwählen." Dieses Postulat 
ist nicht nur für endliche Mengen nachweislich erfüllt, sondern 
auch für jede Menge M von wohlgeordneten Mengen N. In diesem 
Fall kann eine Auswahl durch die Festsetzung getroffen werden, 
daß M' aus den ersten Elementen der Mengen N bestehen soll. 

§ 103. Hiermit haben wir die wichtigsten Auswahlprinzipien 
genannt, die eine Wohlordnung oder sonst irgend eine Ordnung 
nicht postulieren. Diese Bemerkung ist wichtig, weil solche 
Prinzipien, die mit der Auswahl zugleich die Wohlordnung der 
ausgewählten Elemente verlangen, wesentlich enger sind, als die 
hier genannten. Wir gelangten zu den bisher betrachteten Prin- 
zipien, indem wir zwei Auswahlen nur dann als verschieden an- 
sahen, wenn die ausgewählten Teilmengen verschieden waren. 
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r diesem Gesichtspunkt erscheint auch eine Auswahl von 
ören Elementen nur als eine einzige Auswahl. Gehen wir 
dazu über, eine zunächst endliche Auswahl in eine endliche 
> geordneter Auswahlen zu zerlegen, und betrachten wir 
Auswahlen derselben Teilmenge als verschieden, wenn die 
3nte dieser Teilmenge in verschiedenen Reihenfolgen ausge- 
, werden, so gelangen wir zu Postulaten, die nicht nur die 
enz , sondern auch die Wohlordnung gewisser Teilmengen 
rn. Sie sind zweifellos für eine endliche Teilmenge zulässig. 
nTi die Menge, aus der ausgewählt wird, unendlich, so ist es 
ipiell möglich, jede endliche Teilmenge aus ihr auszuwählen. 
ist es klar, daß dieser Prozeß nicht als vollendbar gedacht 
m kann, es sei denn, daß man ein neues Postulat hinzufügt. 
3 wird nur dahin formuliert werden können, daß eine Vor- 
if t existiert, welche jeder ganzen Zahl n ein Element <p(n) 
1 eindeutig zuordnet, derart, daß qp (n) von 9 (m) verschieden 
enn n von m verschieden ist. Es liegt gegen dieses Postulat, 

welchem man aus einer unendlichen Menge 
3 eine Teilmenge vom wohlgeordneten Typus a> j 

nswählen können, kein anderes Bedenken vor, als das 

Tlnfruchtbarkeit. Es nimmt nämlich den Satz vorweg, dessen 

ein wichtiges Problem der Mengenlehre bildet: daß jede 

I " he Menge transfinit, d. h. einer Teilmenge äquivalent ist. 

« 14} Zu einer Zeit, als man den Auswahlpostulaten nicht 

harfer Kritik gegenüberstand, wie heute, galt die Plan- 

h ne unseres Postulates als Beweis des genannten Satzes. 

hloß aus der Möglichkeit, jede endliche Menge aus M aus- 
konnen, auf die Möglichkeit, a> auszuwählen, übersah 

Vi * daß dieser Prozeß, sofern die Willkür dabei im Spiele 
• Ende nimmt. In der Tat, soll der Beweis des Satzes XI 
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in § 15 einsetzen können, so maß von jedem Element in üf 
feststehen, ob es zu der aasgewählten Menge vom Typus a> gehört 
oder nicht. Diese Aaswahl maß daher vollendet sein, und das 
ist niemals der Fall, wenn ich Element nach Element willkürlich 
herausgreife \ 

§ 101. Man kann nun das Postulat der Auswahl des Typus 
(o in der Weise verallgemeinern, daß man fordert: Jede Aus- 
wahl, die möglich ist, soll nach dem Typus <d iteriert 
werden können« Wenn ich also ein Element auswählen kann, 
kann ich auch m Elemente auswählen; kann ich a> Elemente aus- 
wählen, so kann ich auch ©-mal a Elemente auswählen, d. h. eine 
Menge vom Typus ©\ Analog kann ich den Typus a>* , o* , ... und 
nach meinem Prinzip auch a> w auswählen. Dies kann ich fortsetzen, 
und zwar ohne zu einem Ende zu gelangen, es sei denn die Menge 
werde erschöpft. In diesem Fall ist die ausgewählte Menge mit 
der gegebenen identisch, aber sie ist jetzt wohlgeordnet. Gelange 
ich zu keinem Ende, so kommt der Pferdefuß zum Vorschein: 
Dann wird jeder Ordnungszahl ein Element von M zugeordnet 
und es besitzt danach M eine zu W ähnliche Teilmenge. 

Es ist schon paradox, auf diese Weise dem Verfahren, das zu 
keinem Ende gelangt, schließlich doch ein Ende beizubringen. Aber 
diese Paradoxie ist im Begriff der Menge W begründet, und es 
ist von vornherein klar, daß mit der Möglichkeit einer zu W 
äquivalenten Teilmenge in M dem Widersinn Tür und Tor geöffnet 
wird. Der harmloseste Fall ist noch der, daß diese Teilmenge 

1 Auch die unendlich vielen Ziffern eines Dezimalbraches können successiye 
durch Willkür festgesetzt werden, z. B. nach dem Vorschlag eines verstorbenen 
angesehenen Mathematikers durch Auswürfeln. Aber eine Aussage über die da- 
durch definierte Zahl, die nur für diese Zahl gälte, wäre erst möglich nach 
Vollendung des Prozesses, und dieser ist unvollendbar. — 
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M identisch, also M nach dem Typus W wohlgeordnet ist. 
1 partizipiert M an allen Paradoxieen von W, bringt aber 
gstens keine neuen hinzu. Nimmt man aber gar an, es bestehe 
as einer zu W äquivalenten Teilmenge M x und einer komple- 
üren Menge JH„ so steht man vor folgender Alternative: 
reder die Menge M % kann nun nicht mehr wohlgeordnet werden 
i sonst käme man über W hinaus), oder M % kann doch noch 
geordnet, aber nicht mehr so an M l angehängt werden, daß 
ranze wohlgeordnet ist. Die Paradoxie des zweiten Falls war 

bei der Paradoxie von W selbst besprochen. Ln ersten Fall 
;en wird das Postulat, von dem wir ausgingen, selbst umge- 
1, da es eine Menge M % gibt, auf die das Auswahlprinzip 
mehr anwendbar ist. 
t ber zwischen diesen Alternativen bietet sich noch ein Ausweg, 

er auch schon zur reinen Selbstironie fuhrt. Man kann 
jh W jeden anderen Typus voransetzen, ohne daß sich W 
;. Denn zu jedem Typus a gibt es einen nächsthöheren 
ty pns cc a> ; dieser ist Abschnitt in W, und da a-f«© = a w 
Igt unsere Behauptung. 

ehmen wir also an, auch M % lasse sich successive wohlordnen, 
i aber die dabei entstehenden ausgewählten Mengen nicht 
an ♦ W &&> ^a uns < ^ efl ™ Ißteresse der Existenz von Tf 
en ist, setzen sie vielmehr vor M t voran. Wie weit dies 
iteriert werden kann, will ich lieber nicht erörtern. 
^ a dafür eine Grenze geben, so können wir noch andere 
einschlagen, z. B. indem wir hinter jedes Element von W, 

nähme eines etwa vorhandenen endlichen Restes, eine end- 

hl von Elementen einfügen, wodurch sich bekanntlich der 
auch nicht erhöht. 
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§ 105. Es hat keinerlei Wert, diese Gedankenreihe weiter 
auszuspinnen. Das Vernünftigste ist noch, den paradoxen Fall als 
unmöglich auszuschließen und zu konstatieren, daß jede Menge 
wohlgeordnet werden kann. Sehen wir uns aber den Beweis dieser 
Behauptung an, so erkennen wir, daß er einem Zirkel bedenklich 
ähnlich ist. Unser Postulat fordert nämlich erstens die Existenz 
einer Menge von Dingen, die „Auswahlen" genannt werden, und 
diese Menge ist so definiert, daß sie wohlgeordnet ist. Zweitens 
verlangt unser Postulat, daß jede einzelne Auswahl ein Element 
aus M herausnimmt, d. h. daß jedem Ding der Menge der Aus- 
wahlen ein Ding von M zugeordnet werden kann. Dies alles 
läuft auf die Forderung hinaus, daß eine wohlge- 
ordnete Menge existiert, der die Elemente von M um- 
kehrbar eindeutig zugeordnet werden können; dadurch 
wird aber M wohlgeordnet, d. h. um die Möglichkeit der Wolü- 
Ordnung von M zu beweisen, haben wir ein spezielles Verfahren zxtr 
Herstellung dieser Wohlordnung postuliert. 

Bedenkt man noch, daß auch bei diesem erweiterten Postulat 
der wiederholten Auswahl in einem gegebenen Einzelfall ein Gesetz 
existieren muß, welches die Reihenfolge der auszuwählenden Ele- 
mente vorschreibt, so erkennt man, daß hier der gleiche Zirkel 
vorliegt, durch den man aus dem Postulat der wiederholten ein- 
maligen willkürlichen Auswahl beweist, daß jede unendliche Menge 
eine abzählbare Teilmenge enthält. 

In jüngster Zeit ist man gegen die Verwendung der Answahl- 
prinzipien recht mißtrauisch geworden und betrachtet alle mit 
ihrer Hülfe geführten Beweise mit kritischem Blick. Die zuerst 
betrachteten Auswahlpostulate, die, vom Begriff der Ordnung nn_ 
abhängig, die Existenz gewisser Mengen, z. B. der Menge aller 
Teilmengen, der Menge aller Belegungen oder der Menge der 
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^gezeichneten« Elemente fordern, sind alle für spezielle Fälle 

itbehrlich ; z. B. beruht der Beweis, daß es keine höchste 

htigkeit gibt, auf dem Teilmengenpostnlat oder auf dem all- 

Bineren der Existenz der Belegungsmenge. Der Beweis dagegen, 

eine Menge von komplementären Teilmengen in M nicht höhere 

itigkeit als M besitzt \ wird dadurch geführt, daß man sich 

jeder Teilmenge ein Element ausgewählt denkt. Daß insbe* ( 

M-e die Existenz des Kontinuums mit der aller Teilmengen (* 

& zusammenhängt, war bereits betont. 

Von den Postulaten der wiederholten einfachen Auswahl ist \ 

reu bis jetzt keine brauchbare Anwendung gemacht worden, ji 

nan darf sie daher mit Hecht ablehnen ' 



Erzeugungsprinzipien. j* 

106. Man denkt sich die natürlichen Zahlen zumeist als 
gnisse des Zählprozesses, der in der Vermehrung um die 
Eins besteht. Da dieser Prozeß unvollendbar ist, könnte 
[nenterweise die Menge der ganzen Zahlen nicht als abge- fr 

jenes Ganze betrachtet werden, wenn nicht die Mengenlehre U 

Abschluß forderte. Die Entdeckung, daß es höhere Mächtig- 

des Unendlichen gibt, als die des Zählprozesses, hat in 
Linie bahnbrechend gewirkt, sodann aber auch die Entdeckung 
Igemeinen wohlgeordneten Mengen mit der in ihnen ent- 

>n Fortsetzung des Zählprozesses durch das Limes verfahren. « 

,n den verschiedenen Erweiterungen der Menge ® erfolgt &. 

ifuhrung der rationalen Zahlen durch eine einheitliche, rein f 
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on diesem Satz ist in 'diesem Referat kein Gebrauch gemacht worden. jj 
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formale Definition, ebenso die der Irrationalzahlen. Von einem 
Erzeugerin** im Sinne des Zählprozesses kann hier nicht 
die Rede sein. Dagegen läßt sich die Erweiterung der Zahlenreihe 
2 f'^fZahlklassen hinein dnrch Erzeugungsprinzipiea 
darben und l hutorisch ging diese Methode, sow^Tdfe „1 
ZanMa.se in Betracht kommt, der allgemeinen Theorie der wohl- 
geordneten Mengen voran. Den Namen „Erzeugungsprinzipien« 
halte ich m enier Ansicht nicht für glücklich , Sofern die* 

^ZZ2 r™ hea '** Eigen8chaften *« «u gten Gebiete 
voUstandig zu beweisen. Er ist aber eingebürgert Td es läßt 
sich aach manches zu seinen Gunsten sagen. 

Jede Limeszahl der zweiten Klasse ist Limes der Mense aller 
vorangehenden, also einer abzählbaren Menge In 8 4K • * --i 

Zahl die kein Limes ia t, besteht aas einer Limeszahl und einem 
endlichen Rest, der durch das wiederholte Hinzufagen Z-1T 
mentes, d. h. durch den Zahlprozeß entsteht Z 
Definition der zweiten Zahlte genUgt Tl, t^Z 
Operationen zu postulieren: S^ae beiden 

Erfl zu eS e inrH Ug r g8PrinZip: ^^ «*"» Elementes 
zu einer bereits erzeugten Zahl 

Zweites Erzengungsprinzip: Büd 

zweite Zahlklasse. Da/es anch^ Jl'ES" * 
dem Satz XL 4, dessen allgemeiner Beweis ■H^?*?" 
keiten bereitete. Aas ihm geht hervor, daß die^L mT 
der dritten Klasse nicht Limes einer Reihe vonf^T^ 1 * 
kann Denn alle Zahlen dieser Reihe müßten niedel^H* * T 
von der Mächtigkeit ». sein. Die Reihe selbst ist aTch ^t 
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itigkeit, somit auch der Limes selbst, während &, von der 
itigkeit K, ist. Will man daher zu den Zahlen der dritten 
se gelangen, so braucht man als drittes Erzengangsprinzip 
jimes über eine Reihe vom Typus & t , and von diesem Prinzip 
sich auf dem gleichen Wege zeigen, daß es zu allen Zahlen 
[ritten Klasse, nicht aber darüber hinaus führt. Man erhält 
i diese Betrachtung die abzählbare Reihe von Erzeugungprin- 
t der vierten, fünften, . . . nten Zahlklasse. Auf diese samt- 
i Zahlklassen folgt zunächst die „o-te Klasse" der Zahlen 
ler Mächtigkeit x tf . Diese macht eine Ausnahme, wie alle 
lassen, deren Mächtigkeit einen Limes zum Index hat.. Die 
gszahl &„ des x w ist der Limes einer abzählbaren Reihe 

co 42 a » 42 a > A a , . . . , bedarf also nur des ersten Erzeugungs- 
ps. Ist ferner a irgend eine Limeszahl der oten Klasse, so 
. auch Limes einer Reihe, deren Typus eine der Anfangs- 

(o SZ X , ä, , - • • bis &„ ist. (§ 45). Man erkennt aber leicht, }« 

it & selbst auch jede Reihe vom Typus &„ einen Kern 
ypns co besitzt. Ein Erzeugungsprinzip, welches die Exi- j, 

des Limes einer Reihe vom Typus &„ forderte, ist also jj 

rforderlich. Dafür ist aber in der Existenz der unendlichen i 

ler vorangehenden Erzeugungsprinzipien ein neues Postulat 
en Da diese Tatsache nur der Vollständigkeit halber 
t ist sei auch noch bemerkt, daß unter den Limesmächtig- 

die g-Zahlen eine Sonderstellung einnehmen. — Für die 
•keit K muß wieder ein neues Erzeugungsprinzip postu- 
srden. Die Reihe der Erzeugungsprinzipien ist ähnlich zu 
, Mächtigkeiten, also vom Typus W. Man pflegt daher 
Stelle der Existenz aller Ordnungszahlen die aller 
uigsprinMpiea anzufechten. 

^n der Frfertchen Schule. L Bd. 44 
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§ 107. Es war behauptet, daß die Erzeugungsprinzipien nicht 
zum vollständigen Beweis aller Eigenschaften der erzeugten Gebilde 
ausreichen. Wir wollen, um das zu zeigen, die übliche Herleitung 
der ganzen Zahlen aus dem ersten Prinzip betrachten. Das erste 
Prinzip geht von folgenden Axiomen aus: 

1. Es gibt eine Operation <p und ein Ding, genannt „die Eins", 
1, auf welches die Operation q> anwendbar ist. 

2. Ist gp auf a anwendbar, so existiert auch (p(<p(a)). 
Hiernach definieren wir die Zwei als 9(1), die Drei als <p (2) 

etc. , wobei es zunächst belanglos ist, nach welchem Verfahren wir 
die Namen der erzeugten Elemente bilden. Daß wir durch die 
Operation q> dauernd neue Elemente erhalten, ist ein besonderes 
Axiom, dessen wir aber zunächst nicht bedürfen. 

Nunmehr definieren wir die Operationen + 1, + 2, . . . etc. durch 
folgende Festsetzungen : a+1 bedeutet <p(a), a+2 bedeutet 9>(a+l), 
a + 3 bedeutet <p(a + 2), ... allgemein ist a + (n + 1) = <p(a+ n). 
Diese Definition ist eine typische Definition durch Induktion. Die 
Operation +1 ist die gegebene; jede weitere ist definiert durch 

(1) a + (n + l) = (a + n) + l. 

Wir schließen daran sofort die Definitionen des Produktes 
und der Potenz: 

(2) a.l = a, (3) a.(n + l) = a.n + a 

(4) a 1 = a, (5) a"* 1 = a\a. 

Um nun die bekannten Gesetze des Addierens, Multiplizierens 
und Potenzierens zu beweisen, bedienen wir uns des Schlusses 
von n auf n + 1. 

A. Associatives Gesetz der Addition: 

(6) a + (b + e) = (a + b) + c. 



J 
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)as Gesetz gut für c = 1 nach (1). Gilt es für c = n, d. h. 
b(b + n) = (a + 6) + n, so folgt: . 

» + 6) + (n + l) = [(a + 6) +n] +1 nach (1) 

= [« + (& + n)] + l nach Voraussetzung 

= a + [(b + n) + 1] nach (1) 

= a + [b + (n +1)] nach (1), 
s gilt anch für c = w + 1. 

Distributives Gesetz der Addition und Mal- 
kation: 

a(b + c) = ab + ac. 1 

& Gesetz gilt für e — 1 nach (3) und (2). Es sei ferner t» 

itir e = n, so folgt: 

a[b + (n + l)] = a[(& + n) +1] nach (1) 

= a(ft + ») +a nach (3) 
= (ab + an) + a nach Voraussetzung 
= ab + (an + a) nach (6) 

= a6 + a(n + l) nach (3), \i 

gilt auch für c — n + 1. V 

As so ciatives Gesetz der Multiplikation : 

a.(6.c) = (a.J).c. ;j 

crilt fö* c = 1 nach (2). Es gelte für c = n, so folgt: 

. [6. (n + 1)] = «[*» + *] nach (3) 

= a(6») + a& nach (7) 1 

= (ab)n +ab nach Voraussetzung j' 

= (ab)(n + l) nach (8), 

jUt auch für c = n + 1. 
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Die folgenden Gesetze des Potenzierens führen keine beson- 
deren Namen, entsprechen aber dem distributiven und associativen 

Gesetz : 

(9) o*' = a b .a\ ' 

Das Gesetz gut für c = 1 nach (5) und (4). Gut es für c = n, 

so folgt: 

a H<.+») _. a <*+»>+i = a h +*.a nach (1) und (B) 

= (a h .a u ).a = o*(a*.a) nach Voraussetzung und (8) 



= a'.ar- na«* ( B )- 
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(io) W = <**• 

Das Gesetz gilt für c = 1 nach (4) und (2). Gut es für 

c = », so folgt: 

(0»)-+* = (a*)" . (a 6 ) = o*" . a* nach (B) und Voraussetzung 
__ a ».-K = o«^« nach (9) und (3). 

§ 108. Die Gesetze (6) bis (10) gelten auch für transfirdte 
Zahlen; nicht so die jetzt folgenden: 

Kommutatives Gesetz der Addition: 

(11) Hilfssatz. a + 1 = 1 + a. 

Er gut für a = 1. Gut er für a = «, so folgt: 
( w + l) + l s== (i + n ) + l = l + (n + l) nach Voraussetzung und (1). 

(12) « + & = h + a. 

Die Formel gut nach (11) für 6 = 1. Gilt sie für 6 = n , 
so folgt: 

a+ ( w+ l) — (a + w) + l = (n + a) + l nach (1) und Voraussetzung 
= l + (n + a) = (l + n) + o nach (11) und (6) 
= (n + l) + a nach (11). 
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Zweites distributives Gesetz: (a + b)c = ac + bc. 
Es gilt für c = 1 nach (2). Gilt es für c = n, so folgt: 
(a + b)(n + l) = (a + b)n+ (a + b) nach (3) 

= (a n + bn) + (a + b) nach Voraussetzung 

— {an + a) + (6w + 6) nach (12) und (6) 

= a(n + l) +b(n + l) nach (3). 

[ommutatives Gesetz der Multiplikation: 
lilfssatz. a.l = l.a. 

!r gilt für a = 1. Gilt er für a = n, so folgt: 

fr + l) # l = n+1 = l.w + 1 = l.(n + l) nach (2), (3). 

a.b = Ä.o. 

ie Formel gilt für 6 = 1 nach (14). Sie gelte für 6 « », 

jt: 

(n + 1) = «•» + <* = n.a + l.a (3, Voraussetzung, 14) i 

= (n + l)a nach (13). 

un Schlüsse beweisen wir noch die Formel: 

(ab) € = a'.b\ 
5 gilt für c = 1 nach (4). Sie gelte ferner für c = w, 

I: 

= (aVY .(j*V) = («* •&")•(«&) nac ^ (5) nad Voraussetzung 
= (a Ä -a).(&-.6) nach ( 16 ) "*<* (8) 

= ar* 1 . ft" 4 " 1 nach ( B )- 

Beweise der Formeln (12, 13, 15, 16) gehen alle auf den 

» Fall (1 1) des kommutativen Gesetzes der Addition zurück 

I daher i» keiner Weise für transfinite Zahlen zu verall- 

da bei diesen (11) nicht gilt Dagegen gilt (14) noch 
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§ 109. Die Übertragung der Beweise des § 107 auf trans- 
finite Zahlen bedarf zunächst einer Erweiterung der Definitionen 
des Addierens, Multiplizierens und Potenzierens. Diese wieder 
stützt sich auf die höheren Erzeugungsprinzipien, die in der Ein- 
führung des Limesbegriffes enthalten sind. Wir definieren alsdann : 

(17) a + lim& = lim(a + 6) 

(18) a.limft = lim(a.ö) 

(19) a 1 *» 6 = limfa*) 

Diese Formeln wurden im § 80 bewiesen; hier dienen sie als 
Definitionen. Die dritte hat Georg Cantor als Definition der 
Potenz beibehalten, während er die beiden ersten durch die Bildung 
der Vereinigungs- und Verbindungsmenge und ihre Wohlordnung 
ersetzte. In den Ausführungen der §§ 67 und 79 haben wir 
gesehen, daß auch die induktorische Definition der Potenz ver- 
mieden werden kann. 

Um nun zu zeigen, daß die Gesetze (6) bis (10) auch für Limes- 
zahlen gelten, wenden wir den charakteristischen Schluß vom 
Abschnitt auf den Limes an. Eine Limeszahl c = lim A ist Limes 
aller vorangehenden Zahlen A. Für diese sei das associative Gesetz 
a + (b + X) = (a + b) + X bewiesen. Dann folgt: 

a + (b + c) = a + (b + lim A) = a + lim(6 + A) = lim [a + (b + l)] 
nach (17). Nach Voraussetzung wird weiter: 

a + (b + c) = lim[(a + 6) + A] = (a + 6) + limA = (a + b) + c . 
Analog wird: 

a(6 + c) = a(6 + limA) = alim(6 + A) = lim[a(5 + A)] 

= lim [aft + aA] = a6 + lim(aA) = ab + ahmX 
=«= ab + ac nach (17, 18) und Voraussetzung. 
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(bc) = afblimX] = a. lim (JA) = lim[a(SA)] = hm[(ab)k] 
= (ab)limX = ( a b)c nach (18) und Voraussetzung. 

= a 6 lima x = cfi.cP™ 1 = a b .a c (17— 19 und Voraussetzung). 
= (a b ) Uml = lim(aV =lima w — a 1 *™ 6 * = a b]iml = a be 

(18, 19 und Voraussetzung) 
= l.limA = lim (1.1) — lim(A) — c « c.l (nach (2)). 

)ie TJndurchfuhr barkeit der kommutativen Gesetze folgt nun 
s, daß (lim k) + a nicht gleich lim (A + a) ist, eine Tatsache, ] 

jhon früher ausführlich erörtert wurde und sich unmittelbar 
er Forderung ergibt, daß die Operation + 1 stets zu einem 
Element fahren soll. 

HO. Die Durchsichtigkeit und Schönheit der ausgeführten 

sroethode darf uns nicht darüber täuschen, daß ihre Be- 

ang lückenhaft ist. Erst durch eine einwandfreie Grund- 

, können wir verstehen, worin das zwingende der ganzen 

kette liegt- Daß sie zwingend ist, liegt wenigstens für die 

Leu Zahlen auf der Hand. Wir erkennen nämlich, daß der 

eines der angeführten Gesetze in jedem Spezialfall 

eine endliche Anzahl von Schlüssen geführt wird. Es kann 

niemand ein Beispiel angeben, welches unseren Gesetzen 

• wir sind vielmehr bei jedem derartigen Beispiel in 

den Rechenfehler, der ihm zu Grunde liegen muß, 

Jtisch aufzudecken. j 

"Beweis, daß 2 mal 2 gleich vier ist, würde sich nach t; 

Methode folgendermaßen gestalten : \\ 

2 ist definiert als 1 + 1. 

2.2 ist definiert als 2.1 + 2 
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2.1 ist nach Definition gleich 2. 

2.2 ist demnach definiert als 2 + 2. 

2 + 2 ist seinerseits definiert als (2 + l) + l. 
2 + 1 heißt 3, 3 + 1 heifit 4. 

Es liegt von dieser Betrachtung ans der Schluß nahe, daß die 
ganze Algebra ans analytischen Sätzen bestehe. Sie enthält aber 
nicht nur die speziellen Sätze 3+4 = 4+3, 2+7 = 7 + 2 u.s. f., 
sondern den allgemeinen Satz a + b = b + a. Jeder Spezialfall 
dieses allgemeinen Satzes ist durch eine endliche Anzahl von. 
Schlüssen beweisbar, aber die Zahl der Schlüsse ist umso größer, 
je großer die Zahlen a und b sind: Die Kette derjenigen 
Schlüsse, die zum Beweis des allgemeinen Satzes 
erforderlich sind, ist unendlich. 

Die Bedenken, die man an diese Tatsache angeknüpft hat 
sind noch nicht alt. Heute noch sind viele Mathematiker der 
Ansicht, daß eine unendliche Schlußkette überhaupt zu keinen 
prinzipiellen Bedenken Anlaß gäbe. Nachdem sich aber die Ana- 
lysis des Unendlichen auf den Standpunkt gestellt hat, daß eine 
unendliche Reihe von Additionen kein Resultat hat, weil sie zxx 
keinem Ende kommt, wird man konsequenterweise diesen Stand- 
punkt auf jede unendliche Folge irgend welcher Gedankenopera.- 
tionen ausdehnen müssen. Faktisch sind wir ja auch weit entfernt 
etwa alle Schlüsse des Beweises für den Satz 7.13 = 13.7, ob- 
wohl ihre Zahl endlich ist, wirklich durchzudenken, geschweige 
denn, daß die sämtlichen Syllogismen eines unendlichen Beweises 
irgendwie ausführbar wären. Das wesentliche an der Durchführe 
barkeit solcher Schlußketten ist vielmehr ihr gesetzmäßig«* 
Bau. Diesen aufzudecken und in ihm die logische Ergänzung <ie 
anfechtbaren Schlußreihe nachzuweisen ist eine Aufgabe, auf **£ 
uns die Kritik der Erzeugungsprinzipien hinweist. 
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Hier liegt nun zunächst ein Zirkel sehr nahe, der einen bereits 
»deuteten Gedanken weiter führt. Wir können nämlich sagen: 
Schluß von n auf n + 1 beweist zunächst in der Tat gar nicht, 
beispielsweise a . 6 = J.aist, er beweist nur, daß wir jeden 
zialfall dieses Satzes, etwa 7.13 = 17.3, dnrch 
\ endliche Schlußkette beweisen können. Aber 
ns kann auch die Endlichkeit aller dieser unendlich vielen 
an wiederum nur durch eine unendliche Schlußkette be- 
n werden, und zweitens setzt der Beweis dieser Endlichkeit 
JegrifF der endlichen Anzahl voraus, der doch durch unser 
ignngjsprinzip erst gebildet werden soll, 

111. Herr PoincarS hat in seinem Werke „La science 
rpothfese" den Induktionsschluß eingehend erörtert und vertritt 

die Anschauung, daß dieser Schluß logisch unbegründbar, 
3Xü synthetisches Urteil a priori sei. Er begründet diese 
aaang unter anderem mit folgenden Worten: 
Portrquoi donc ce jugement s'impose-t-il k nous avec une irr£- 
3 £vidence? C'est qu f il n f est que Taffirmation de la puis- ■! 

de 1'esprit qui se sait capable de concevoir la r6p6tition -! 

| e d'ttn meme acte dfes que cet acte est une fois possible. jl 

?fc a> de cette puissance une intuition directe et l'expgrience 
fc §tre pour iui qu'une occasion de s'en servir et par 14 d'en |! 

3 oonscience.* m i- 

&&€ > Worte scheinen mir einer Deutung fähig, die über die 
. ^jgte psychologische Begründung der Induktion in unzu- 
-y^eise hinausgeht. Denn wir können uns keineswegs von 
~*clxritt die unendliche Wiederholung noch auch jede Art" ' 
^.^lichkeit dieser Wiederholung vorstellen. Es klingt zwar 
j^ibel, daß wir durch n Schlüsse beweisen, daß a.b « b.a 
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für alle Zahlen 6 = 1 bis b = n gilt, and daß demnach durch 
unendlich viele Schlüsse folgt, daß das Gesetz alle Zahlen von 
1 bis Unendlich umfaßt. Aber mit der gleichen Begründung ohne 
jede nähere Bezeichnung des besonderen Unendlichen könnte man 
ebensogut behaupten, das kommutative Gesetz umfasse auch die 
transfiniten Zahlen. 

Nehmen wir als zu wiederholenden Schritt die Operation + 1 
selbst, so erzeugt sie nach fi-maliger Wiederholung, von 1 + 1 
ausgehend, die Zahl n + 1, durch unendliche Wiederholung aber 
keine Zahl. Und betrachten wir etwa die Wiederholung der Ope- 
ration, die von einer wohlgeordneten Menge das erste Element 
wegnimmt und hinten ansetzt, so erzeugt ihre unendliche Wieder- 
holung an einer endlichen Menge keine eindeutig definierte An- 
ordnung, und an der Menge © aller ganzen Zahlen ergäbe sich 
ein eigenartiges Dilemma : Es wäre nach unendlicher Wiederholung 
jedes Element von ® transportiert, © wäre von seiner ersten 
Stellung völlig verschwunden und stände jetzt „hinter sich selbst" 
verschoben; die unendliche Wiederholung würde also © selbst er* 
geben. Andererseits erhöht jede endliche Anwendung des Trans- 
portes den Ordnungstypus der Menge. Wir erhielten successive 
aus dem Typus cd = 1, 2, 3, ... den Typus cd + 1 in 2, 3, 4 ... 9 1 
to + 2 in 3, 4, B, ... 1, 2 u. 8. f. Die unendliche Wiederholung 
würde also eine Menge von niedererem Typus liefern, als jede end- 
liche Wiederholung. Dieses paradoxe Ergebnis zeigt, daß die un- 
endliche Wiederholung, soweit ihr Resultat in Betracht kommt 
einer besonderen Definition bedarf und durchaus nichts schlechthin 
Vorstellbares ist. 

Das, was wir uns vorstellen können, ist die Menge aller 
endlichen Wiederholungen eines Schrittes. Mit dieser Formu- 
lierung fallen wir aber auf die endliche Zahl als Grundbegriff 
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Ick und können sie daher nicht durch Wiederholung einer 
ration erzeugen. Einem ähnlichen Zirkel fallen die höheren 
eugungsprinzipien anheim; der Limes über eine Menge vom 
us <d kann diesen Typus selbst nicht erst erzeugen, sondern 
t ihn voraus ; er ist der Operationsbereich dea ersten Prinzips. 
iso ist der Limes über einen Typus St x von der Erzeugung 
\a Typus als Operationsbereich des ersten und zweiten Prinzips 
n&g- Und anoh k der Erzeugung des Typus Ä w , der an- 
nend keines neuen Prinzips bedarf, steckt doch wieder die 
hme, daß das Aufsteigen von einer Mächtigkeit zur nächst- 
uden analog dem ersten Prinzip nach dem Typus a> iteriert 
an kann. — 

f 112. Man könnte versuchen, den Operationsbereich des 
ieges + 1 dadurch zu kennzeichnen, daß man nicht nur die 
jrholbarkeit der Operation fordert, („Ist <p auf a anwendbar, 
;h auf 9>(«) a ) sondern noch hinzusetzt, daß auch jedes Ele- 
mit Ausnahme des ersten aus einem anderen durch die 
tion gebildet werde. Doch läßt sich leicht zeigen, daß diese 
imen nicht genügen. 

r ir betrachten die komplexen ganzen Zahlen, d. h. Zahlen 
>rm a + hij worin a , b ganze positive oder negative Zahlen 
m <l i * == — 1 ist. Wir ordnen sie nach folgender Vor- 
: Es gelte a + bi für „später" als c + di, wenn im alge- 
en Sinn entweder b^^d oder b = d, a^c ist. (Danach 
; 3+ 4i ^ 4 + 3i>-2 + 3i.) Bei dieser Pestsetzung dürfen 
lirmgen addiert werden. 
n ist offenbar 
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Es sei ferner 
(2) pi^p 

worin p irgend eine Zahl unseres Bereiches ist. Diese Un- 
gleichung (2) gilt nach (1) gewiß für p = 1, und ist (2) richtig, 
so folgt durch Addition von (1) and (2): 

(p + l)i^p+l. 

Wäre in unserem Bereich der Schluß von n auf n + 1 zu- 
lässig, so müßte (2) für jede Zahl p gelten, die nach der Eins 
kommt. Für 3 + B i >- 1 ist aber 

(3 + 5i)i = -5 + &t~cB + 5t. 

Der Grund der Unzulässigkeit des Induktionsbeweises ist 
klar: zwischen 1 und 3 + 5* liegen unendlich viele Zahlen. Es 
muß also ausdrücklich festgesetzt werden, daß jede Zahl durch 
eine endliche Anzahl von Wiederholungen der Operation -f- 1 
aus der Eins entsteht. Es genügt nicht, daß jede aus der voran- 
gehenden durch diese Operation erzeugt wird. 

Unser Beispiel verweist uns abfer zugleich auf einen Weg, 
den wir im nächsten Kapitel betreten werden: die hier be- 
trachtete Menge besitzt Reste ohne erstes und Abschnitte ohne 
letztes Element. Wenn wir solche Teilmengen ausschliessen, ge- 
langen wir in der Tat zu einer Formulierung des Operations- 
bereiches des Schlusses von n auf n + 1 , die den Begriff der end- 
lichen Zahl nicht voraussetzt. Aber auch hierbei geben wir den 
Begriff des Erzeugungsprinzips auf , indem wir von der fer- 
tigen Menge sprechen. 

§ 113. Die Ergebnisse unserer Betrachtungen können wir in 
zwei Thesen zusammenfassen: 
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A) Der Begriff der Wiederholung setzt den endlichen An- 
>egriff in irgend einer Form voraas. 

B) Demnach enthalt der Versuch, die Reihe der ganzen 
m durch ßuccessive Wiederholung ein und derselben Ope- 
a zu „erzeugen", eine petitio principii, die eine logische Be- 
lang der mathematischen Induktion auf diesem Wege unmöglich 

t. 

Beide Thesen sind .in zahlreichen Einzelfallen so allgemein 

cannt daß man sie mit Recht für trivial erklären kann. Die 
urgenten Prozesse der Analysis mit ihren unendlichen Wie- 
lungen von Additionen, Multiplikationen, Divisionen oder 
rationen bilden ein schlagendes Beispiel für die erste These. 
einem ersten Referate behauptete ich bereits : eine unend- 
Reihe von Additionen fordert kein Resultat zu Tage, weil 
»in Ende hat. Die Resultate solcher Prozesse werden viel- 
mittelst des analytischen Limesbegriffes gesondert definiert. 
der Inhaltlosigkeit des Begriffs einer unendlichen Wieder- 
beruht auch die Unfruchtbarkeit aller Versuche, die In- 
. aJrechnxing an f einer Theorie unendlich kleiner Größen 
en. Daß e * ne s ^ 6 Theorie überflüssig ist, war das 
der Untersuchungen meines ersten Referates. Daß sie 
, ., ist, haben alle Versuche einschließlich des jüngsten 

Q-eißlfcr unternommenen schlagend bewiesen. Den 
A m ser Unfruchtbarkeit haben Cantor, Peano und an- 
„ e <j ec kt : Zum Beweise beispielsweise des Taylor sehen 
a -r zur Definition eines bestimmten Integrals bedarf man, 
ndlich kleinen zu endlichen Größen zu gelangen, einer 
u «wiederholten Addition. Die Definition dieser Wieder- 
+-ßt auf Schwierigkeiten, die, wahrscheinlich unüber- 
'cher bis heute nicht überwunden sind. Und eine Be- 
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gründnng der Infinitesimalrechnung, die auf das Integral und den 
Taylor sehen Lehrsatz verzichten muß, versperrt sich von vorn- 
herein die Möglichkeit produktiver Betätigung. 

Dagegen bietet die Lehre von den wohlgeordneten Mengen 
eine der glücklichsten Definitionen der unendlichen Wiederholung 
vermittelst ihres mengentheoretischen Limes, der bei analogen 
formalen Eigenschaften, die er mit dem analytischen Grenzbegriff 
gemeinsam hat, im Gegensatz zu diesem über den Ordnungstypus 
cd hinauszugehen gestattet. Daß aber diese unendliche Wieder- 
holung, beispielsweise der Multiplikation durch a« 1 , einer beson- 
deren Definition bedarf und nichts von Hause aus gegebenes ist, 
wie «*, tritt gerade in dieser Theorie mit besonderer Deutlichkeit 
zu Tage, während es für unendliche Summen, Produkte, Ketten- 
brüche etc. in der Analysis erst das Ergebnis langer und mühe- 
voller kritischer Arbeit war. 

Unsere zweite These dürfte auch heute noch auf vielfachen 
Widerspruch stoßen. Und doch ist es klar, daß es keinen Satz 
geben kann, der für alle ganzen Zahlen gilt, wenn nicht alle 
diese ganzen Zahlen als existierend angesehen werden. Und es 
kann nicht im Ernst behauptet werden, daß die Zahl Zehn erst 
zu existieren begonnen habe, als man zum erstenmale alle Finger 
der beiden Hände zu zahlen gelernt habe, noch wird man einen 
Menschen finden können, der schon bis zu einer Billion gezählt 
hat. Welchen andern Sinn aber soll es haben, wenn man das 
Zählprinzip als ein Erzeugungsprinzip bezeichnet? Es ist eine 
unter vielen Methoden und unter diesen logisch die erste, xma 
eine bestimmte Zahl vor das Bewußtsein zu stellen,* die Zahl 
wird aber dadurch nicht erzeugt. Das Zählprinzip ist ein Ord- 
nungsprinzip. Es ordnet jeder Zahl a eine unmittelbar folgende 
a + 1 zu. Und in dieser Form werden wir es in den Kapiteln 
XXVII und XTCVX wieder antreffen. 
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Sechster Teil. 



Prinzipielle Fragen. Zweite Reibe. 

XXVTL 
Die Wohlordnung der Menge 6. 

i 114. Wir haben gesehen, daß die Erzeugungsprinzipien, 
die wir die Zahlenreihe definieren, zur Begründung ihrer 
schafteu unzureichend sind ; wir werden auch im weiteren 
uf bemerken können, daß der Induktionsschluß stets der 
ition durch Induktion logisch voran geht Mit einer Defi- 
drtrch Induktion, wie sie in dem Erzeugungsprinzip steckt, 
a wir daher nicht beginnen, ohne bei der Anwendung des 
fcionsbeweises zu bemerken, daß wir am falschen Ende an- 
jen haben. 

ach dem gegenwärtigen Stand der mathematischen Wissen- 
bleibt uns danach nur ein zweites Verfahren, um zu einer 
tischen Theorie der Menge ® zu gelangen, d. h. zu einer 
e die alle Sätze aus einem einfachen System von Grund- 
logiBch ableitet. Wir müssen auf eine Definition der Zahl 
ten die Zahl als Grundbegriff betrachten und eine hin- 
de und notwendige Zahl evidenter Sätze über den Zahl- 
Ais Axiome aufstellen. Dieses Verfahren, nach dem die 
eben Mathematiker die Geometrie und Mechanik syste- 
l, eÄ rbeitet haben, nennt man das axiomatische. 
-der Axiomatik gehört als stillschweigendes Postulat die 
£ orxna lißtischen Aufbau gleichgültige und daher vielfach 
Annahme , daß es Dinge der beschriebenen Art wirk- 
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lieh gibt. Man kann unter Umstanden den Nachweis dieser [Exi- 
stenz erbringen, indem man sich auf die Existenz irgend eines 
anderen Systems von Dingen stutzt. Es gibt Zahlengebilde, 
welche alle diejenigen formalen Eigenschaften besitzen, die wir 
in der Geometrie an Punkten, Geraden, Ebenen, Strecken, Win- 
keln etc. voraussetzen. Und wir werden weiter sehen , daß die 
Existenz von Mengen, welche alle formalen Eigenschaften der 
Menge ® besitzen, beweisbar ist, wenn die Existenz transfiniter 
Mengen überhaupt zugegeben wird. Für diese Existenz ist aber 
ein logischer Beweis, der allen Bedenken standhielte, bisher nicht 
erbracht worden. Und man wird vorläufig am besten den Stand- 
punkt einnehmen, daß umgekehrt die Existenz der transfinrten 
Menge ® eine Grundtatsache unserer Erkenntnis ist, ans der wir 
schließen, daß der Begriff einer transfiniten, d. h. einem ihrer 
Teile äquivalenten Menge keinen Widerspruch enthält. 

Einer der interessantesten Versuche, die Existenz transfiniter 
Mengen zu beweisen, ist der von Dedekind unternommene. Es 
sei a irgend ein Gegenstand des Denkens, so kann ich das Urteil 
fällen : a ist ein Gegenstand meines Denkens. Dieses Urteil <p ( a \ 
ist selbst ein Gegenstand des Denkens. Die Zuordnung g> zwi- 
schen a und (p(a) ist umkehrbar eindeutig und bildet die Menge 
aller Gedankendinge auf einen echten Teil ihrer selbst ab da 
nicht jeder Gegenstand des Denkens die Form eines Urteils, daher 
a fortiori nicht die Form des speziellen Urteils <p(a) hat. Dem- 
nach ist die Menge aller Gedankendinge transfinit. 

Angesichts der Paradoxieen, die der Menge aller Dinge an- 
haften, kann dieser Beweis heute nicht mehr aufrechterhalten 
werden. Es wird ihm aber auch entgegengehalten, daß er gar 
nicht rein logisch, sondern auf die durch innere Erfahrung ge- 
wonnene Erkenntnis der Organisation unseres Veratandes also 
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Psychologie gestützt ist. Es wäre in der Tat ein ebenso 
lüssiges Verfahren, die Menge © selbst als Beweismittel anzu- 
ren , oder , wie wir die Analysis zum Beweis der logischen 
'lichkeit nichteuklidischer Geometrieen heranziehen, die Menge 
r Punkte eines Halbstrahls als transfinite Menge aufzuzeigen. 

Irrtum aber wäre es, das Fehlen des rein logischen Cha- 
,era als G-rund gegen die Zulässigkeit des Beweises anzuführen. 

reiner Logik Mathematik zu machen, ist bis heute nicht ge- 
en. Daß es gelingen muß, ist eine unbewiesene Annahme, in 
Augen des Kantianers sogar eine falsche. Es ist daher nicht 
nn znlässigfer, sondern auch zum mindesten ein durch den Stand 
rer Kenntnisse erzwungener Standpunkt, wenn wir sagen: 

der Existenz transfiniter Mengen können wir die von © be- 
n. Daß es aber transfinite Mengen gibt, beweisen gerade 
rigen Erkenntnisse selbst, um deren Darstellung und logische 
nliftrnng wir uns bemühen*. 

)er mathematische Logizismus mag bestrebt sein, über diesen 
pnnkt hinauszukommen ; daß wir es heute nicht können, er- 
E w ir immer von neuem, und den Philosophen setzt das nicht 



j25. Einen aromatischen Standpunkt haben wir bereits 

Jlgemeinen Be S riff der wohl g eor dneten Menge gegenüber 

mmen , indem wir alle ihre Eigenschaften aus dem einen 

Weiteten , daß jede Teilmenge ein erstes Element besitzt. 

filier gekennzeichneten „naiven" Standpunkt der Theorie 

alichen gegenüber brachten wir immerhin durch die Be- 

zxxxxx A-nsdruck, daß alle Abschnitte des Typus co end- 

Dies kann zwar auch aus der Definition von co als 

I£eili e 1 , 2 , 3 , 4 , . . . der endlichen Zahlen geschlossen 

* eir m — ri^i'ichen Schul«. I. Bd. 45 
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werden, dann ist aber wieder die Wohlordnung dieser Reihe vom 
naiven Standpunkt ans angenommen. — Wir stellen jetzt fol- 
gende Eigenschaften der Menge @ aller ganzen Zahlen resp. des 
Typus co zusammen und benatzen sie als Axiomsystem : 
(G). (1) Die Menge ® ist geordnet. 

(2) Sie besitzt ein erstes Element, 1. 

(3) Jeder Rest von ® besitzt ein erstes Element. 

(4) Die Menge © besitzt kein letztes Element. 

(5) Jeder Abschnitt von ® besitzt ein letztes Element. 
Der erste Satz dient den andern als Grundvoraussetzung und 

tritt daher in unseren Entwicklungen nicht selbständig auf. Von 
den Axiomen (2) bis (5) enthalten die beiden ersten die Wohlordnung. 

Es sei nämlich Teine beliebige Teilmenge und R(T) folgender- 
maßen definiert: Wenn x ein Element in R(T) ist, so gibt es in 
T ein Element y^x. Die Menge B(T), analog der früher be- 
nutzten A(T) gebildet, ist ein Rest oder mit @ identisch, da wir 
hier ® als uneigentlichen Rest von allen seinen Resten unter- 
scheiden wollen. B{T) besitzt daher ein erstes Element, von dem 
man sofort zeigt, daß es erstes in I ist. Also enthält jede Teil- 
menge von ® ein erstes Element, ® ist somit wohlgeordnet. 

Ist $ eine von @ verschiedene Menge, die dem System (G) 
genügt, so ist daher auch $ wohlgeordnet, und da es nach (4) kein 
letztes Element besitzen soll, keinem Abschnitt von ® ähnlich. 
Ebensowenig kann ® einem Abschnitt von $ ähnlich sein es ist 
daher $ zu @ selbst ähnlich, d. h. das System (G) definiert den 
Typus von ® vollständig. 

§ 116. Wir kommen nun zur Begründung des Induktions- 
schlusses und der Definition durch Induktion. Der 
Induktionsschluß ist in §33 bereits allgemein auf die Wohlordnung 
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itzt worden. Doch brauchen wir hier das allgemeine Schluß- 
na nicht vollständig, da nach Axiom (B) jedes Element mit 
ahme des ersten ein unmittelbar vorangehendes besitzt. 
Ss sei S eine Menge, von der wir folgendes wissen: 
Crstens: sie enthält das Element 1. 
Zweitens: enthält sie ein Element x von 0, so enthält sie 

auch das unmittelbar folgende. 
o zeigen wir, daß S alle Elemente von © enthält. Wenn 
nlich in © Elemente gäbe, die nicht zu S gehören, so gäbe 
erstes, y, unter ihnen. Dieses ist nach der ersten Annahme 
J von 1 verschieden, besitzt darum ein unmittelbar voran- 
les, x. Da y das erste nicht in 8 enthaltene Element sein 
t x noch Element von S, dann aber nach der zweiten Vor- 
zug auch y gegen seine Definition. Es gibt also in ® über- 
keine Elemente, die nicht zu S gehören. 
3 Definition durch Induktion besteht in folgendem: Es sei 
ie Menge M gegeben und in dieser eine Zuordnung 0, 
jedem Element m von M ein Element B{m) von M eindeutig, 
sht notwendigerweise umkehrbar eindeutig zuordnet. Dann 
fc eine Zuordnung #, welche jedem Element a von © ein 
, 4>(a) von M eindeutig aber wiederum nicht notwendig 
>ar eindeutig zuordnet. Und zwar ist * eindeutig bestimmt 

zwei Festsetzungen: 
itens: Es ist darüber verfugt, und zwar nach Willkür, 

welches Element m von M dem Element 1 von ® 
zugeordnet sei: ^(1) = m. 
i i t e tl s : Wenn tf(a) = r ist, so soll dem auf a in 

folgenden Element a! das Element 0(r) in M 

zugeordnet sein: ^(a') = &\l>(a). 

[nbaJt dieser Sätze ist vom naiven Standpunkt aus bekannt. 

45* 
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Man bilde ans m die Reihe 

S{m) = m t , ©(mj = 0t f , ö(w t ) == m 4 etc. 

Die Indices bringen bereits die Zuordnung i> zum Ausdruck. Das 
gleiche tut die Exponentenschreibart: 

m, #(m), ö"(m), ^(m), . . . etc. 

Um unsere Behauptung streng zu beweisen, verwenden wir 
den Induktionsschluß. Die Menge derjenigen Elemente von ©, für 
die if definiert ist, enthält 1 und mit a auch a', also enthält sie 
alle Elemente von ®. Ebenso ergibt sich die Eindeutigkeit der 
Zuordnung. Und daß es nur eine Zuordnung gibt, die die beiden 
Forderungen erfüllt, liegt in diesen Forderungen selbst. Es wäre 
für eine andere Zuordnung ^(1) = y(l), und aus ^(a) = y(a) folgt 
if,(a') = y(a*), also ist allgemein ^(a) = y(a). 

Die Menge © selbst besitzt eine Zuordnung q>, die jeden 
Element das unmittelbar folgende zuordnet. Wir können daher 
eine Zuordnung ip durch die Festsetzung 

*(D = 9>(«), *Q>') = 9>(*W) 

definieren. Was das ist, erkennen wir sofort, wenn wir für q> 
und 1> die Zeichen +1, a+ einführen. Dann lauten unsere Glei- 
chungen a + 1 = a + 1, a+(b + l) = (a + b)+l und ergeben unsere 
frühere Definition der Addition, auf der sich dann analog die der 
Multiplikation und Potenzierung aufbauen. Auf diese Art sind 
daher die Entwicklungen des Kapitels XXVI in einfacher Weise 
auf eine sichere Grundlage zurückgeführt. 

§ 117. Die Zuordnung g> (o) = a + 1 ist nicht nur eindeutig, 
sondern auch umkehrbar eindeutig. Und da 1 kein unmittelbar 
vorangehendes Element besitzt, bildet <p die Menge @ auf einen echten 
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ihrer selbst, nämlich auf den Rest B(2) ab. © ist also trans- 

Wir haben bereits früher, ohne vom naiven Standpunkt 

agehen, gezeigt, daß jede Menge, die eine transfinite Teilmenge 

zt, selbst transfinit ist. Jede Menge, die eine zu ® äquiva- 

Teilmenge enthält, ist daher insbesondere selbst transfinit, 
sie ist auf einen echten Teil ihrer selbst abbildbar. 
Wir haben auch die Umkehrbarkeit dieses Satzes bewiesen 
wir gingen dabei vom naiven Standpunkt, nämlich von einer 
ition durch Induktion aus. Diese wird jetzt nachzuprüfen sein. 
:s sei M eine Menge, eine Abbildung, die eindeutig ist 
sdem Element m von M ein Element B (m) von M zuordnet. 
Latten gezeigt, daß eine Zuordnung ^ existiert, welche jedem 
nt a von © ein Element ^(a) von M zuordnet. Wir setzen 
weiter voraus, sei umkehrbar eindeutig und bilde Mauf 
sehten Teil Af seiner selbst ab. Bei der Bestimmung von # 
uns die Wahl von ^(1) frei. Wir wählen für ^(1) ein 
tt von M, das nicht zu M' gehört. Nunmehr läßt sich zeigen, 
ßh 4> umkehrbar eindeutig ist, d. h. daß M eine zu 
ralente Teilmenge enthält. Es ist die bereits früher be- 
be Menge m = *(1), 0(m), 0>(tn), 0»(m) etc. 

sei a ein Element in ®, ^ (a) = r. Gibt es ein von a ver- 
ies Element b von ®, für das #(&) = #( a ) wird, so rechnen 
n einer Teilmenge T von ® ; andernfalls zu der komple- 
tt Menge Ä Diese Menge 8 enthält sicher das Element 1. 
i a ein von 1 verschiedenes Element, so gibt es ein un- 
r vorangehendes 6, und es ist #(a) = ©#(&). Nun ist 
m nicht in M 9 enthalten, d. h. es gibt in M kein Element 
as m = 0(x) wäre. Aus U>(1) = ^(a) würde aber im 
ruck cUunit m = &(1>(b)) folgen. Also kann tf(l) == ^( a ) 
sssss i möglich sein. 
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Es sei ferner a ein beliebiges Element in S, a! das unmittelbar 
folgende. Ist i>(a') = #(6), so ist b sicher von 1 verschieden, 
besitzt also ein vorangehendes Element c, 6 = c + 1. Es ist aber 
^(a!) = 0qf>(a), 4>(b) = 0#(c). Da umkehrbar eindeutig ist, 
folgt daher aus ^(a 9 ) = qfr(6) sofort weiter >(a) = #(c), and 
da a zu 5 gehören soll, a = c, d. h. o' = c + 1 = &. D. h. aas 
tf(a') = ^(6) folgt a' = 6: gehört a zu 5, so auch das unmittelbar 
folgende Element. Demnach enthält nach dem Induktionsschloß 
S alle Elemente von ©, d.h. aus #(«) = #(&) folgt stets a = 6, 
^ ist umkehrbar eindeutig und M enthält eine zu © äquivalente 
Teilmenge, w. z.b. w. — 

Unser Beweis unterscheidet sich von dem früher gegebenen 
nur durch die schärfere Darstellung. 

§ 118. Wir kommen jetzt zum Beweise eines Satzes, den wir 
früher vom naiven Standpunkt aus unbewiesen hingenommen haben 
zu dem Satz nämlich, daß kein Abschnitt von © unendlich ist. 
Wir beweisen ihn in zwei Schritten. 

Kein Abschnitt von ® ist transfinit. 

Der Satz ist sicher richtig für den Abschnitt Ä(2). Dieser 
besteht nämlich aus einem Element, der Eins. Er enthält daher 
gar keinen echten Teil, kann daher auch keinem echten Teil seiner 
selbt äquivalent sein. 

Sodann beweisen wir, daß der Satz richtig ist für A(m+ 1) 
wenn er für den Abschnitt A(tn) richtig ist. Zur Vorbereitung 
beachten wir, daß alle Reste von © zu © äquivalent sind. Da 
nämlich ® geordnet ist, ist auch jede Teilmenge geordnet, und da 
die Ordnung von ® eine Wohlordnung ist, gilt dies auch von der 
jeder Teilmenge, speziell von der jedes Bestes. Jeder Rest von <B 
erfüllt darum die Axiome 1, 2, 3. Ist weiter x ein Abschnitt 



118. — 669 — 

les Restes R, so gibt es in R Elemente, die nach allen Elementen 
n *r kommen, sofern t ein echter Abschnitt ist. Diese Elemente 
id daher auch hinter alle Elemente von A(t) geordnet, A(r) ist 
ram echter Abschnitt von @. Nach Axiom 5 enthält somit A {%) 
1 damit r selbst ein letztes Element. R genügt daher auch 
n Axiom (5), und ans Axiom (4) folgt ja sofort, daß kein Rest 
i ®, also auch R nicht, ein letztes Element besitzen kann. 
ler Rest von ® genügt also den Axiomen von ®, und ist daher 
& ähnlich, d. h. a fortiori äquivalent. 
Es sei nun bewiesen, daß der Abschnitt A(m) nicht transfinit 
Wäre A (m + 1) transfinit, so enthielte A (m + 1) eine zu ® 
rivalente Teilmenge r, nach § 117. Enthielte t das Element m 
ht, so gehörten alle Elemente von r zu A(m), da ja A(m + l) 
\ JL (jri) ^Lud tn selbst besteht. Das wäre aber gegen die Vor- 
setznng, da A(m) nicht transfinit ist 

Die Zuordnung, welche r auf © abbildet, heiße ^, und es sei 
= ¥> ( Ä )- Betrachten wir jetzt diejenigen Elemente von r, welche 
i Rest -B (« + 1) zugeordnet sind. Sie bilden eine Teilmenge z\ 

ni nicht enthält, also Teil von A (ro) ist. Sie ist zu R (a + 1), 

einexn Rest von @, somit zu ® selbst äquivalent, wiederum 

die Voraussetzung. Die Annahme, daß A(m + 1) transfinit 

führt daher auf einen Widerspruch 1 . 

TYf ükfeng e ^ eT Elemente von ®, deren Abschnitte nicht 
firdt si»d, enthält daher 1 und mit m auch m + 1, d. h. sie ist 

& identisch, w. z. b. w. - 

«derer Beweis findet sich bei Dedekind „Was sind und was 
len <** ° ^ 



i 



ii 
I' 

M 



— 670 — § 119. 



§ 1 19. Der zweite Schritt unseres Beweises erledigt die Frage, 
die sich an die Disjunktion endlich-unendlich geknüpft hat und 
besteht in dem Nachweis, daß jede Menge entweder transfinit 
oder zu einem Abschnitt von © äquivalent ist. Bei diesem Ver- 
fahren ist die völlige Umkehrung des naiven Standpunktes charakte- 
ristisch: Wir definierten zuerst durch eine positive Eigen- 
schaft das unendliche in der Fassung des trans- 
f initen. Sodann wiesen wir nach, daß die sogenannten endlichen 
Zahlen nicht-transfinit sind Zum Schlüsse zeigen wir jetzt 
daß die endlichen Zahlen die einzigen nicht-transf initen 
sind, woraus dann folgt, daß die Begriffe nicht-endlich nnd 
transfinit sich decken. — 

Wir machen mit Dedekind folgende Disjunktion: Eine Menge 
M enthält entweder zu jedem -Abschnitt von <B eine äquivalente 
Teilmenge, oder nicht zu jedem. 

Wir betrachten den ersten Fall. Zu dem Abschnitt A(a) gebe 
es in M die äquivalente Teilmenge t m . Die Zuordnung übertragt 
zugleich die Ordnung von A(d) auf t m . Daher ist t ä wohlgeordnet 
so zwar, daß jeder Abschnitt und t m selbst ein letztes Element 
besitzt. 

Zwei Abschnitte von ® sind niemals äquivalent, da einer ein 
Abschnitt des andern ist, dieser also transfinit sein müßte. Daher 
sind auch keine zwei der Teilmengen r. äquivalent, umsoweniger 
identisch : die Zuordnung der Teilmenge t m zu ihrem Index ist um- 
kehrbar eindeutig. Die Menge x dieser Teilmengen ist daher zu (ft 
äquivalent und durch die Indices nach dem Typus a wohlgeordnet 

Wir definieren nun folgende Teilmenge M' von M: Ist sc 
ein Element von M' y so gibt es eine Teilmenge x 
welche x enthält. Es kann mehrere solche Teilmengen geben- 






— 671 — 

rund der Wohlordnung von r ist eine darunter die erste. 

dex sei g und werde mit <p(x) bezeichnet. 

le Menge M' wird durch folgende Vorschrift geordnet: Sind 

vei Elemente von M', so ist entweder tp(x) von <p(y) ver- 

m und alsdann qp (#) >- 9 (y) oder g> (#) -< 9 (y). Im ersten Fall 

-y, im zweiten x-<y. Oder es ist 9(0;) = qp(y) = g, so 

n a? und y einer gemeinsamen Teilmenge rg ans t an und 

orch deren Wohlordnung bereits geordnet. 

r ir beweisen weiter, daß diese Ordnung den Axiomen 2 bis 5 

;, d. h. daß M' zu @ ähnlich ist. Daraus folgt dann, daß M \ 

a © äquivalente, also transfinite Teilmenge enthält, mithin 

transfinit ist. 

xiom (2) und (3) beweisen wir zusammen aus der allgemeinen 

aon der Wohlordnung. Eine Teilmenge M n von M ' definiert 

'eilmenge ©' von ©. Gibt es nämlich in M" ein Element x, 

s g>(x) = a ist, so rechnet a zu ©'. Unter den Elementen 

' gibt es ein erstes; es heiße o. In %\ wieder gibt es Ele- 

die nach M" gehören, und unter diesen ein erstes; es 
x. Man zeigt sofort, daß x erstes Element in M" ist. Also 
t jede Teilmenge von M ' ein erstes Element, ist somit selbst 
^ordnet, 
am Beweise von Axiom (B) betrachten wir einen Abschnitt 

M '. Er ist auf Grund der soeben bewiesenen Wohlordnung 
nem Element x in M ' erzeugt. Für jedes Element y in N 
iher 9 (y)^ ?>(#)• Es gibt aber unter den Indices <p(y) 
höchsten, der höchstens gleich <p(x) ist. Er heiße {. In der 
ange -rg gibt es wieder ein letztes Element *, für das <p(a) = g 
aus £ = <p(x), auch **<£ ist. Dieses Element ist letztes 
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Um endlich die Gültigkeit des Axioms (4) für die Menge M' 
nachzuweisen, nehmen wir an, es gebe in M' ein letztes Element. 
Es würde daraus folgen, daß M' einem Abschnitt A(c) von ® 
ähnlich wäre. Nun ist die Teilmenge x^ x äquivalent -4(c + l), 
andererseits Teil von M\ woraus folgen würde, daß A(c + 1) einem 
Teil von A (c), also einem Teil seiner selbst äquivalent wäre. Dies 
ist unmöglich, somit enthält M' kein letztes Element ; es ist daher 
zu ® äquivalent, w. z. b. w. — 

Der Grundgedanke unseres Beweises ist ein ganz einfacler. 
Man setze die Teilmengen r x , r s , r t , . . . hintereinander ind 
streiche aus der so entstandenen Reihe jedes Element, das mehrfich 
vorkommt, an allen Stellen weg mit Ausnahme derjenigen, an der 
es zuerst auftritt. Die übrigbleibende Reihe ist unsere Menge JT 
und hat offenbar den Typus cd. Diese einfache Darstellung ent- 
spricht aber den hier gestellten Anforderungen an Strenge nicht 
daher mußte das Hintereinandersetzen und Wegstreichen durcl 
die schärfere Definition und einen ausführlichen Beweis der Ordnung 
von M nach dem Typus od ersetzt werden. 

§ 120. Sehr viel einfacher erledigt sich der zweite Fall un- 
serer Disjunktion: Es gebe in M nicht zu jedem Abschnitt von © 
eine äquivalente Teilmenge. Dann gibt es unter denjenigen Ab- 
schnitten in ®, die keine äquivalenten Teile in M besitzen, einen 
ersten, A(c), zu c ein unmittelbar vorangehendes Element b, und 
zu A(b) einen äquivalenten Teil M in M. Wäre M ein echter 
Teil in M, so gäbe es ein nicht zu IS! gehöriges Element x in M . 
Dieses ordne man dem Element b zu, so ist durch A(b)r^jM' und 
b~x dem Abschnitt A(c) = A(b) + b in M eine äquivalente Teil- 
menge (M' + x) zugeordnet, gegen die Voraussetzung. Demnach 
ist üf kein echter Teil von Jf, vielmehr ifcT = üf und 
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/ A (6), d. h. M ist einem Abschnitt von ® äquivalent und 
lieh. 

Hiermit ist die in § 14 aufgeworfene Frage beantwortet, 
n Erledigung vom naiven Standpunkt aus schlechterdings aus- 
blossen war. Wir müssen dabei hervorheben, daß unser Beweis 
Kriterium enthält, nach dem von einer gegebenen Menge 
chieden werden kann, ob sie endlich oder unendlich ist. Wenn 
durch einen Grenzprozeß eine Zahl definiert wird, so können 
fragen, ob sie rational oder irrational ist. Im ersten Fall 
lie Menge der Nenner ihrer Kettenbruchentwicklung oder der 
null verschiedenen Ziffern ihrer Dezimalbruchentwicklung 
ich, im zweiten Fall unendlich. Wir haben hier ein Problem 
uns, bei dem die Frage nach der Endlichkeit oder Unendlich- 
einer Menge aufgeworfen wird und in manchen Fällen bis 
:e noch unentschieden ist. Auch das Problem des großen 
p matschen Satzes gibt zu einer solchen Frage Anlaß: Ist 
Menge aller Zahlen m, für die die Gleichung x m + y m = e m in 
zen Zahlen losbar ist, unendlich oder, wie vermutet wird, 
lieh? Eine andere bekannte zahlentheoretische Frage betrifft 
Menge aller Zahlen x, für die 2 2 * + 1 eine Primzahl ist. Auch 
dieser Menge ist unentschieden, ob sie endlich oder unend- 
ist. — 

§ 121. Im Anschlüsse an die Aziomatik der ersten Zahlklasse 
; noch gezeigt werden, daß auch die zweite Zahlklasse, d.h. 

Typus Ä lf aziomatisch behandelt werden kann. Wir stellen 
diesem Zweck wieder die drei ersten Axiome der Wohlordnung 

an Stelle des vierten und fünften aber treten folgende analoge 
hingen, in denen die Menge mit $ bezeichnet wird: 
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(4*) Die Menge $ besitzt keinen Kern, dessen Abschnitte 
sämtlich ein letztes Element haben. 

(5*) Jeder Abschnitt von $ besitzt einen Kern, von der 
Eigenschaft, daß jeder Abschnitt desselben ein letztes 
Element hat. 

Diese Axiome sagen ans, daß jeder Abschnitt einen Kern vom 
Typus oi oder einen endlichen Kern hat, die Menge selbst nicht. 
Daraus folgt wieder wie im § 115, daß jede Menge, die dem 
gleichen Axiomsystem genügt, zn $ ähnlich ist, daß also der 
Ordnungstypus ß t wirklich eindeutig definiert ist. Eine Anwendung 
dieses Axiomsystems ist mir nicht bekannt; aber es gibt auch 
bisher keine für die zweite Zahlenklasse allein charakteristischen 
Sätze, ausgenommen die Abzählbarkeit ihrer Abschnitte. Diese 
folgert man leicht aus (4*) und dem Satz, daß eine abzahlbare 
Menge abzählbarer Mengen selbst abzahlbar ist. — 
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Ordnende Teilmengensysteme. 

§ 122. Bei der Begründung der Ordnung transfiniter Zahlen 
war es unser Bestreben, diese Ordnung auf die Teilung und Ver- 
gleichung zurückzuführen. Man kann mit Recht verlangen, daß 
dieses Bestreben auch auf die Ordnung einer geordneten Menge 
selbst angewandt werde. Das ist auch leicht durchführbar, doch 
wird dadurch ein wenig übersichtlicher Ausgangspunkt gewonnen, 
und es würde sich nicht verlohnen, diesen Schritt rückwärts aus- 
zuführen, wenn wir nicht bei zwei wichtigen Untersuchungen diese 
Einführung der Ordnung vermittelst einer besonderen Teilung 
anträfen. 
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Sine geordnete Menge besitzt zwei besondere Arten von Teil- 
en : die Abschnitte und die Reste. Ein Abschnitt ist dadurch 
Jkterisiert, daß er mit jedem Element auch alle vorangehenden 
2t ; ein Rest enthält alle Elemente, die aui eines seiner Elemente 
n. Die Menge selbst kann sowohl zu den Abschnitten wie 
*n Resten gerechnet werden. Bei den wohlgeordneten Mengen 
ieden 'wir das erstere und ließen das zweite zn. Im folgenden 
tlDL wir keinerlei Festsetzung, nennen aber alle von M ver- 
dienen Abschnitte und Reste „echte" Abschnitte und Reste, 
Aenge selbst^ wenn wir sie dazu rechnen, „unecht". — 
Die Namen „Abschnitt" und „Rest" richten sich nach der 
ichnung der Ordnung, und diese liegt in unserer Willkür, 
rir sie runkehren können, ohne den Formalismus irgendwie zu 
rn ^ "Wir können das Zeichen -< durch irgend ein anderes, 
durch =— ersetzen, sofern wir nur gleichzeitig das Zeichen >- 
n ein anderes, etwa -<, austauschen. Es schlösse auch er- 
lich keinen Widerspruch ein, wenn wir von zwei Zahlen die 

als die „frühere* bezeichnen wollten; es entspräche nur 

, -* Sprachgebrauch. Beachten wir diesen Dualismus, so ist 

•rnlierein klar, daß jedem Satz über Abschnitte einer über 

tsr>reclien muß, wie es bereits die Definition erkennen läßt. 
TV Meng© A aller Abschnitte einer geordneten Menge M 
fczt folgende Eigenschaft: 

fAI Sind A,A' zwei zu A gehörige Mengen, so gibt 

nicht gleichzeitig in A ein nicht zu A! 
d in A' ein nicht zu A gehöriges Element. 

T> s heißt: entweder ist A mit A! identisch 

, Ä „ A' echter Teil von A oder A echter Teil 
oder -» ~ 

von A'. 
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Ein analoges Verhalten zeigt eine Schaar konzentrischer 



von zweien derselben ist stets einer ganz in dem andern gelegen. 
Obwohl der Vergleich nicht in allen Punkten zutrifft, wollen wir 
doch ein System A von Mengen, welches der Forderung (A) genügt, 
ein konzentrisches System nennen, am einen kurzen Ausdrack 
zu besitzen. Es ist klar, daß ein konzentrisches System geordnet 
ist. Bezeichnen wir mit A'^cA den Fall, daß A 9 echter Teil 
von A ist, so schließen sich die drei Fälle A'—cA, A! = ^l y 
A~<A' logisch aus und einer findet notwendigerweise statt. 
Ordnung stützt sich genau wie in früheren Erörterungen auf 
Disjunktion VIII,* und zwar ist hierbei die Vergleichung durch 
den speziellen Fall der Identität ersetzt. 

Die Menge aller Beste einer geordneten Menge ist ebenfalls 
konzentrisch. Aber es ist klar, daß diese Eigenschaft filr sich 
allein weder die Menge aller Abschnitte noch die aller Beste aus- 
zeichnet. Z. B. bildet eine Menge M mit einer ihrer eigentlichen 
Teilmengen zusammen bereits ein konzentrisches System, ebenso 
ist jedes Teilsystem eines konzentrischen selbst konzentrisch. 

§ 123. Wenn x, y zwei Elemente von M sind und x-*z.y i&t 
so ißt x in A(y) enthalten, y dagegen nicht. Diese Eigenschaft 
des Systems A ist unabhängig von der zuerst beschriebenen. "Wir 
formulieren sie folgendermaßen: 

(B) Sind s, y zwei Elemente, welche sich £ n 
Mengen des Systems A vorfinden, so findet 
sich eines von beiden in einer Menge A. des 
Systems vor, die das andere nicht enthalt. 
Dieser Bedingung genügt unter anderem die Menge aller Teil- 
mengen von M } die nicht konzentrisch ist. 
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einem System A die beiden Eigenschaften (A), (B) 

runden, so wollen wir es ein ordnendes System nennen 

He ztx seinen Mengen gehörigen Elemente geordnet sind. 

nämlich x von y verschieden, x in A, y aber nicht in A. 

schreiben wir kurz: x^zy. Wäre gleichzeitig x>-y, so 

es eine Menge geben, die y enthält und x nicht enthält. 
b aber gerade dnrch (A) aasgeschlossen. Demnach besteht 
id. nur eine der drei Beziehungen x -<: y, x = y, x^-y. 
i besondere a?-<y, y-<*> so gibt es eine Menge A, die x 
^ y nicht, eine Menge B, die y enthält, e nicht. B enthält 
sonst auch y-<# wäre. Demnach ist x~<z. Es ist darum 

Tat |die Menge aller Elemente, die Mengen des Systems 
»ren, geordnet. 

ach hiermit sind nicht alle charakteristischen Eigenschaften 
enge aller Abschnitte von M erschöpft. So bilden z. B. 
»schnitte des Kontinaams, welche zn rationalen Zahlen ge- 

ein ordnendes System, aber nicht das System aller Ab- 
be des Kontinuums. Wenn man ferner aas der Menge aller 
aitte einer wohlgeordneten Menge alle diejenigen wegläßt, 
3 zxjl Iiimeselementen gehören, bilden die übrigbleibenden 

noch ein ordnendes System. 

Tiv haben die Beziehung, „x in A, y nicht in A u mit dem 

^^ y dargestellt. Hierdurch werden die Mengen des 

Tis A za Abschnitten von M in der definierten Ordnung. 

wir das Zeichen x>~y gewählt, so wäre A ein ordnendes 

von Resten der Menge M geworden. In diesem Fall 

Kit es sich, schon die Beziehung: n A ist Teil von B a mit 

' k e ^ e ichnen oder überhaupt ein anderes Zeichen für sie 

rwenden • 

— , w ^ schweift das Zeichen -< so stark, daß es die Form einer S 
Dedeton : ,* ist Teil von S. (Was sind und was sollen die Zahlen?) 

lt. JLS ** ** 
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§ 124. Das Kriterium (B) ist so formuliert, daß von der 
Menge M, in der jede Menge des Systems A enthalten ißt, nicht 
gesprochen wird. Diese Einschränkung bedingt eine gewisse Vor- 
sicht. Es kann ein System von Teilmengen in M ordnend sein, 
ohne M selbst zu ordnen. Z. B. ein ordnendes System gerader 
Zahlen ordnet nur diese, nicht die Menge ® aller Zahlen. Wenn 
die Menge M von dem System A geordnet werden soll, so muß 
jedes Element von M in einer Menge des Systems vorkommen. 
Und soll A aas lauter Teilmengen von M bestehen, so maß auch 
umgekehrt jedes Element einer Menge A des Systems in M vor- 
kommen. Durch diese Bedingungen ist M völlig definiert: Es 
enthält alle Elemente der Mengen A von A und nur diese, es ist 
die Vereinigungsmenge des Systems A. Den Begriff der 
Vereinigungsmenge lernten wir bereits beim mengentheoretischen 
Kalkül kennen, aber nur in spezieller Anwendung auf Systeme 
teilfremder Mengen. 

Wenn die Vereinigungsmenge eines ordnenden Systems A ein 
erstes Element enthält, so ist dies allen Mengen des Systems 
gemeinsam. Und existiert ein Element x, welches allen Mengen des 
Systems gemeinsam ist, so ist es das einzige dieser Art und erstes 
der Vereinigungsmenge. Denn ist y ein anderes Element, so muß 
es ja eine Menge im System geben, die y nicht enthält, da eine 
Menge, die y enthält und x nicht enthielte, ausgeschlossen ist. 

Enthält if ein letztes Element, so ist dies in keiner Menge 
des Systems enthalten, die echter Teil von M ist. Daraus folgt, 
daß M selbst Menge des Systems sein muß. Ist umgekehrt ein 
Element vorhanden, das nur in einer Menge des Systems vorkommt, 
so ist diese Menge die Vereinigungsmenge des Systems und das 
Element letztes derselben. 
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Wenn A irgend ein Abschnitt von M ist, (der nicht zum 
ordnenden System A zu gehören braucht), so bildet die Menge 
aller zu A gehörigen Teilmengen von A ein ordnendes System \ 
Denn wenn x-<y zwei Elemente von A sind und B eine Menge 
des Systems A, welche x enthält und y nicht, so ist B echter 
Teil von A, da A nicht Teil von B sein kann (y in A, nicht in B). 

Wenn der komplementäre Best von A ein erstes, also A ein 
unmittelbar folgendes Element besitzt, so ist dieses allen Ab- 
schnitten von M, insbesondere allen zu A gehörigen, gemeinsam, 
welche A als echten Teil enthalten. Es sei umgekehrt N die 
Menge aller zu A gehörigen Abschnitte von M, die A als echten 
Teil enthalten, wobei A nicht selbst zu A zu gehören braucht; 
alle zu N gehörigen Abschnitte haben säintliche Elemente von A 
gemeinsam. Haben sie noch ein nicht zu A gehöriges Element 
x gemeinsam, so ist dieses das einzige seiner Art und unmittelbar 
auf A folgendes Element. 

Es gebe nämlich ein zweites, y, von gleicher Art, und es sei 
x~<y 7 B sei eine zu A gehörige Teilmenge, die x enthält und 
y nicht. Dann kann B nicht zu N gehören, da es y nicht enthält. 
A ist aber echter Teil von B, weil x in B und nicht in A ent- 
halten ist ; das ist unmöglich. Daher ist x einziges Element seiner 
Art. Es gibt darum kein Element unter z, das nicht in A wäre, 
da es sonst allen Abschnitten B >- A gemeinsam wäre, d. h. x ist 
unmittelbar folgendes Element zu A, A = A(x). 

Besonders einfach liegt der Fall, wenn es in N einen ersten 
Abschnitt A! gibt. Jedes seiner Elemente ist allen folgenden Ab- 



1 Die Vereinigungsmenge dieses Systems wird im allgemeinen mit A über- 
einstimmen, kann aber auch ein Element weniger enthalten, als A ; dieses ist 
dann letztes in A, und A gehört nicht zum System A- 

Abhandlungen der Friertchen Schale. I. Bd. 46 
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schnitten gemeinsam, und er enthält, da A echter Teil von A! sein 
soll, ein nicht in A vorhandenes Element x und nur eines. Gibt 
es also zu A in A einen unmittelbar folgenden Abschnitt, so ist 
dieser überhaupt der nächste Abschnitt A + x nach A und x das 
auf A unmittelbar folgende Element. 

§ 125. Wenn M wohlgeordnet ist, so ist sowohl A als Menge 
von Abschnitten von M wohlgeordnet, wie auch jeder einzelne, zu 
A gehörige Abschnitt von M. Diese einfache Tatsache läßt sich 
auf zwei Arten umkehren: 

LXXIII. Ist ein ordnendes System wohlgeordnet, so 
ist auch seine Yereinigungsmenge wohl- 
geordnet. 

Ist A wohlgeordnet, so gibt es eine erste Menge, die zu A 
gehört, und ist a ein Element in ihr, so ist es allen andern 
Mengen des Systems gemeinsam, daher einziges seiner Art und 
erstes in M. 

Ist ferner A ein Abschnitt von M, der nicht zu dem System 
zu gehören braucht, N die Menge aller zu A gehörigen Abschnitte 
B >- -4, so enthält N ein erstes Element, A' t auf Grund der "Wohl- 
ordnung von A. Daraus folgt, wie wir im vorhergehenden Para- 
graphen sahen, daß A ein unmittelbar folgendes Element besitzt. 
Da M ein erstes und jeder Abschnitt von M ein unmittelbar 
folgendes Element besitzt, ist M wohlgeordnet, w. z. b. w. Zugleich 
sieht man, daß die einzigen Abschnitte von M ) die nicht zu A zu 
gehören brauchen, diejenigen sind, die keinen unmittelbar vorher- 
gehenden Abschnitt, d. h. kein letztes Element besitzen. 
LXXIY. Besteht ein ordnendes System A aus lauter 
wohlgeordneten Mengen, derart, daß jede 
Menge Abschnitt jeder andern ist, von der 
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sie ein echter Teil ist, so ist die Vereint I 

gungsmenge von A wohlgeordnet. 
Es sei B eine Menge des Systems, so gibt es unter den Mengen 
B, weil sie alle Abschnitte der wohlgeordneten Menge B sind, \ 

erste. Diese ist erste von A überhaupt. f 

Sei ferner N ein Eest von A und B eine zu N gehörige Menge j 

\. Unter den zu N gehörigen Abschnitten von B ist einer 
irste und damit erste Menge in N überhaupt. ! 

Es besitzt also A selbst und jeder seiner Reste ein erstes 
tent, danach ist A und nach dem vorangehenden Satze auch 
Vereinigungsmenge wohlgeordnet. 

5 126. Wir haben bisher nicht vorausgesetzt, daß die Menge 
ch alle Abschnitte ihrer Vereinigungsmenge enthalte. Wir 
a uns im Gegenteil überzeugt, daß ein ordnendes System nicht 
endig aus allen Abschnitten der von ihm erzeugten Ordnung 
^stehen braucht. 

Wir wollen nun die Bedingung dafür aufsuchen, daß ein ord- 
es System A vollständig ist, d.h. daß es auch alle Ab- 
tte seiner Vereinigungsmenge enthält. Zu diesem Zweck 
en wir uns einen von A verschiedenen Abschnitt M des Systems • 

Vereinigungsmenge heiße M t . Ist also x ein Element von 
so gibt es in M eine Menge A des Systems, die x enthält. 
' -< x, so ist auch y in A enthalten, demnach ist y in M x , d. h. 
nthält mit jedem seiner Elemente auch alle vorangehenden 
t ein Abschnitt der Vereinigungsmenge M von A. Wenn also 
i vollständiges System ist, so muß es die Vereinigungsmenge 

seiner Abschnitte enthalten. 
Nunmehr betrachten wir den zu M komplementären Rest N 
„seinen größten gemeinsamen Teil", das ist die 

46* 
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Menge N aller Elemente, die allen zu N gehörigen Mengen des 
Systems A gemeinsam sind. Ist x ein Element in N, so ist es 
Element jeder zu N gehörigen Menge; das gleiche gilt a fortiori 
von jedem Element y^x, d.h. N ist ein Abschnitt der Vereini- 
gungsmenge M. Ist also A vollständig, so muß auch der größte 
gemeinsame Teil jedes seiner Reste zu ihm gehören. 

Die beiden Bedingungen der Vollständigkeit sind hinreichend. 
Es sei nämlich A ein unvollständiges System, L ein Abschnitt der 
Vereinigungsmenge Jf, der nicht zu A gehört, M die Menge aller 
Elemente A -< L von A, N die Menge aller Elemente B >- L von A. 
M ist ein Abschnitt von A, N der komplementäre Rest, M x sei 
Vereinigqngsmenge von M, N größter Teil von N. Dann gehört 
jedes Element von M x zu Z, jedes Element von L zu N, d.h. es 
ist M X ^L^N. Ist insbesondere, was eintreten kann, M x = N, 
so ist auch L = M t = N. Ist aber M x von N verschieden, so 
sei x ein Element in N, das nicht zu M x gehört. *Es ist das ein- 
zige seiner Art, denn gäbe es ein zweites, y>~x, und sei A ein 
zu A gehöriger Abschnitt, der x enthält, aber y nicht, so wäre 
A >~- M und A~<N, also A weder in M noch N, was unmöglich 
ist. Es ist also, falls M x und N verschieden sind, N = M +x, 
daher L entweder mit M x oder mit N identisch. 

Wenn nun A sowohl M x als N enthielte, so müßte es anch not- 
wendig L enthalten, gegen die Annahme. Damit erkennen wir, 
daß unsere beiden Bedingungen der Vollständigkeit zusammen 
hinreichend sind. Ein einfaches Beispiel mag uns zeigen, daß auch 
jede von ihnen notwendig ist, daß eine allein nicht genügt. Wir 
nehmen die unendliche Reihe der rationalen Zahlen a x = 0,9, 
a % = 0,99, a, = 0,999 etc., ferner die nicht in ihr enthaltene 
Zahl 1 und sodann wieder die Reihe b x = 1,1, 6, = 1,01, b B = 1,001, 
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so daß stets a n + b m =.2 ist. Wenn wir diese Zahlen der 
üe nach ordnen, so entsteht die Reihe 

0,9; 0,99; 0,999 ... 1; ... 1,0001; 1001; 1,01; 1,1. 

beginnt mit dem Typus a>; auf diesen folgt ein isoliertes 

aent, 1, and an dieses schließt sich der Typus & an. 

Die Menge besitzt folgende Arten Abschnitte: 1) Abschnitte 

ör Art im Typus w f A (z), x in der Reihe a % ; sie besitzen alle 

letztes und ein folgendes Element. 2) Abschnitte zweiter Art 

Typus &, A(x), x in der Reihe K. Auch diese besitzen ein 

bes und ein unmittelbar folgendes Element. 3) Abschnitt A (1), 

i letztes, mit unmittelbar folgendem Element. 4) Abschnitt 

I enthalt 1 als letztes und kein unmittelbar folgendes Element. 

Die Abschnitte erster und zweiter Art bilden zusammen ein 

lendes System £\ es ist aber nicht vollständig. Dies zeigt sich 

ler Tat auch an unserem Kriterium. Die Abschnitte erster 

bilden einen Abschnitt M von 27, dessen Vereinigungsmenge 

) dem System -27 nicht angehört. Die Abschnitte zweiter Art 

en einen Rest N von 27, dessen größter Teil A(l) ebensowenig 27 

shört. Jeder andere Abschnitt unseres Systems dagegen genügt 

3ren Anforderungen. Fügen wir daher A (1) dem System hinzu, 

enthält das System zu jedem seiner Abschnitte die Vereinigungs- 

ffe auch zu dem neu hinzukommenden M + 4(l), nicht aber 

größten Teil von N. Und fügt man A(l) hinzu, so enthält 

System zu jedem seiner Reste, auch zu A(l) + N, den größten 

aber zu M nicht die Vereinigungsmenge. Es sind daher in 

Tat beide Vorschriften erforderlich: 

£V. Ein ordnendes System A ist dann und nur 
dann vollständig, wenn sowohl die Ver- 
einigungsmenge jedes Abschnittes, wieder 
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größte gemeinsame Teil jedes Restes von A 
ein Element von A ist. 
Jede Teilmenge T von A bestimmt einen Abschnitt A(T) und 
einen Rest R(J)', A(T) enthält alle zu T gehörigen Elemente nnd 
alle diesen vorangehenden; 2?(T) alle zu T gehörigen nnd alle 
folgenden. Man überzeugt sich nun leicht, daß die Vereinigungs- 
menge von A(T) mit der von T übereinstimmt. Ist TiSwili^h x in 
S -< T und T in T, so ist x in T selbst. Und ebenso ist der größte 
Teil von B(T) gleich dem größten Teil von T selbst. Es kann 
also unsere Bedingung der Vollständigkeit in folgende allgemeine 
Fassong gebracht werden: 

LXXVa. Ein ordnendes System A ist dann und nur 
dann vollständig, wenn es sowohl die Ver- 
einigungsmenge als auch den größten Teiler 
jeder seiner Teilmengen enthält. 
Diese Fassang hat allerdings die unwesentliche Folge, daß 
die Vereinigungsmenge des Systems selbst zu dem System gehören 
muß, da so wohl A(T) wie -ß(T) mit A selbst identisch sein kann. 
Man kann sie aber jederzeit dem System hinzufügen, falls sie ihm 
noch nicht angehören sollte. 

§ 127. Der zuletzt ausgesprochene Satz spricht nicht mehr 
von Resten und Abschnitten des Systems und ist daher in seiner 
Fassung unabhängig davon, ob wir A als Menge der Abschnitte 
oder der Reste von M betrachten. In Rücksicht darauf, daß wir 
bei den vorangehenden Betrachtungen stets die Auffassung als 
Abschnittmenge bevorzugt haben, im folgenden Kapitel aber ein 
Restesystem betrachten müssen, ist es vielleicht angezeigt, die 
Umänderung der Definitionen des ersten resp. unmittelbar voran- 
gehenden Elementes kurz anzugeben: 
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Sei A ein ordnendes Restesystem seiner Vereinigungsmenge M. 

Rest JR besitzt ein Element z als erstes, wenn dieses in keinem 
ben zxt A gehörigen Teil von R enthalten ist. Ein Rest R 
tzt ein unmittelbar vorangehendes Element, wenn es ein Element 
ibt, das nicht in R } aber in jeder Menge des System A ent- 
;en ist, von der JB echter Teil ist. Dieser letzten Aussage 
len wir für den Fall, daß JB dem System A angehört, noch 

kürzere Fassung geben: 

Is t Ji in A, (R + x) in A, x nicht in JB, so ist x un- 

ttelbar vorangehendes Element zu B. 

In der Tat, ist y von x verschieden und nicht in R t so ist 

i y nicht in (JR+x) enthalten, die Menge (R + x) des Systems 

lält also sc, aber nicht y, wofür y -< x zn schreiben ist, da wir 

ein JEtestesystem betrachten. 

Die Betrachtungen dieses Kapitels leiden an einer gewissen 
^erfalügkeit, nehmen aber diejenigen allgemeinen Beziehungen 
veR die in den folgenden Kapiteln zur Anwendung gelangen. 
urch werden diese eine größere Durchsichtigkeit gewinnen. 



Dedekinds Theorie der ganzen Zahlen. 

8 128. "Wi* haben im vorangehenden Kapitel gesehen, daß 

p OS -fcxilate einer Menge durch Teilungspostulate ersetzt 

3 können- Es ist dieser Ersatz insofern erstrebenswert, 

ia atich die Ordnung der transfiniten Zahlen auf Teil- 

1 te Änrückflihrten. Andererseits ist leicht zu sehen, daß 

A iomsyst em (G) eine außerordentlich schwerfallige Form 

w g r de, wenn wir es in Teilungspostulaten aussprechen 

"Eine wesentliche Vereinfachung der aus dem System (G) 
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entspringenden Teilongspostalate verdanken wir nun Dedekind, 
der, unabhängig von der ganzen C a n t o r sehen Wohlordnungstheorie, 
die Axiome des Typus oo auf Axiome der Zuordnung und der 
Teilung zurückgeführt hat 1 . Den Bericht über diese Dedekind- 
sehe Theorie will ich in Form einer Analysis der Beweisführung 
erbringen, indem ich bei jeder der sehr abstrakten Begriffsbildungen 
zunächst zeige, wie man zu ihr gelangt. In der Darstellung 
Dedekinds findet sich dieser Hinweis erst am Schlüsse, und das 
verleiht ihr eine eigenartige künstlerische Geschlossenheit und eine 
unerreichte logische Strenge der Beweisführung, die aber dem 
Nichtfachmanne das Verständnis erschwert. 

Wir betrachten eine Menge M und eine eindeutige Zuordnung 
9, welche jedem Element x von M ein Element <p(x) von M zu- 
ordnet. Sie bildet, wie wir sagen, M auf sich selbst ab, und wir 
nennen mit Dedekind die Menge M eine Kette in Bezug 
auf die Abbildung qp, oder, wenn nur eine Abbildung in Frage 
steht, schlechthin eine Eette. Die definierende Eigenschaft einer 
Kette besteht also darin, daß <p(x) zu ihr gehört, sofern x eines 
ihrer Elemente ist. 

Die Menge der Elemente x, <p(x), ?>*(#), ... <p n (x)) ••• ist eine 
Kette und zudem ist sie ein Teil von M, wenn x in M enthalten 
ist. Sie kann unter Umständen ein echter Teil von M sein 
sie kann aber auch mit M identisch sein. Wir bezeichnen sie 
künftig mit K(x). — 

Ist M' irgend eine Kette, die Teil von M ist und x enthält 
so enthält sie auch <p(x), demnach <p*(x) und danach wieder <p*(x) 
etc., kurz sie enthält K(x). Die Kette K(x) ist also in jeder 
Kette enthalten, die x enthält, sie ist die kleinste Kette, in der 



1 Was sind und was sollen die Zahlen, Braunschweig 1888. 
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»facLupt enthalten sein kann. Diese Eigenschaft der Menge 

wir nun umgekehrt als ihre Definition wählen. 



\ 129. Wir setzen also voraus, es gebe eine Menge M und 
eindeutige, nicht notwendig umkehrbar -eindeutige Abbildung 
vt JVI in sich selbst. Ein Teil von M, der durch tp in sich 
t abgebildet wird, heißt eine Kette. Solcher Ketten gibt es 
estens eine, die Menge M selbst. 

Es sei jetzt M x irgend ein Teil von M und x ein Element 
f m "Wir machen folgende Disjunktion: 

Entweder es gibt eine Kette in M t die M l , nicht aber x 

alt oder jede Kette, die M t enthält, enthält auch £. Im 

. eren Fall rechnen wir x zu einer Menge K(M^ die nach 

c Definition Teil von M ist und mindestens alle Elemente 

jlf enthalt. Sie ist ferner ein Teil jeder Kette, welche M t 

iält* sie ist vor allem, wie man sofort nachweist, selbst eine 

te. Denn wäre x in K(M t ) und <p(x) nicht in K(M t ), so hieße 

iede Kette, die M x enthält, enthält x, aber es gibt eine Kette, 

AT enthalt und q> (x) nicht enthält. Dies aber ist unmöglich, 

eine Kette, die M t enthält, enthält x, also, als Kette auch ip(x). 

"Wir sind danach in der Tat berechtigt, K(M l ) als die kleinste, 

enthaltende Kette zu bezeichnen. 

TVese einfache Definition setzt uns sofort in den Stand, den 
, , . sc jxltiß in einer allgemeinen Form zu begründen. Es 

- Menge, von der wir zweierlei wissen: 
Erstens: sie enthält M x . 

e i t e n s : enthält sie das Element x von K{M^ so enthält 

sie auch <p(x). 
beweisen wir, daß S die Kette K(MJ enthält. Der zweite 
r Voraussetzung sagt aus, daß alle Elemente von K(M t ), 
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die in S enthalten sind, eine Kette bilden. Diese ist natürlich 
als Teil von K{M X ) auch Kette in M. Der erste Teil der Voraus- 
setzung behauptet weiter, daß diese Kette M i enthält. Daher 
enthält diese Kette auch K(M X ), und da sie nur Elemente aus 
K(M X ) enthält, ist sie mit K(M l ) identisch, d.h. alle Elemente 
von K(M X ) gehören zu S. 

§ 130. Ist A eine Menge von Ketten, so ist auch die Ver- 
einigungsmenge N aller zu A gehörigen Ketten eine Kette. Die 
Aussage: „x gehört zu N" steht nämlich für folgende andere: 
Es gibt eine zu A gehörige Menge A, welche x enthält. Da nun 
A als Kette auch <p(x) enthält, ist q>(x) in einer Menge des Systems 
A enthalten, d. h. q> (x) gehört zu N. Danach ist N eine Kette. 

Aber auch der größte gemeinsame Teil If von A, sofern es 
überhaupt Elemente gibt, die allen zu A gehörigen Mengen gemeinsam 
sind, ist eine Kette. Die Aussage »# ist in N' u steht nämlich für 
folgende andere: Ist A in A, so ist x in A. Da i eine Kette, 
ist auch <p(x) in A, d. h. mit x ist auch <p(x) allen Ketten des 
Systems A gemeinsam: N ist eine Kette. 

Unter dem Bild g>(MJ eines Teiles M x von M verstehen wir 
nach früheren Festsetzungen die Menge aller Elemente von M, 
die den Elementen von M x durch q> zugeordnet sind. Die Aussage : 
n x gehört zu g>(M t ) tf , besagt also: „es ist x = q>(y), y in M v u 
Ist nun M x eine Kette, so ist auch qp(M,) eine Kette. Denn ist 
x in <p (MJ, so ist x = q> (#), y in M x ; da M x eine Kette, ist auch 
x in M x \ daher ist q>(x) Bild eines Elementes x in M x , d. h. q)(x) 
ist in q> (MJ, w. z. b. w. 

Es sei nun a irgend ein Element von M f K(a) wieder seine 
kleinste Kette, q>(K(a)) ihr Bild. Betrachten wir diese Ketten 
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Standpunkt aas. K(a) enthält die Elemente a, <p(a), 
. . . *p~ («)» . . . und <p K(a) die Bilder derselben : 

9>C°)> 9>(9>(<0) = 9>'( a )> <P(<P*( a )) = 9> 8 ( a ) etc. 

ehen, daß <p(K(a)) auch kleinste Kette des Elementes g>(a) ist. 
7\T. I> ie Kette des Bildes q>(ä) von a ist auch Bild 
der Kette von a: 

K{<p(a)) = <p(K{a))\ 

ls handelt sich nun tun den scharfen Beweis dieses Satzes. 

{JC(a,y) das Element <p(a) enthält, enthält es auch, als Kette, 

Lette von 9>( a )> ^(^W)- Es ist also noch umgekehrt zu 

a. daß l£(<p(a)) das Bild g>(2T(a)) enthält. Zu diesem Zweck 

i wir die Vereinigungsmenge A von a und JT(qp(a)). Ist a 

(a>C**)) enthalten, so auch üT(a) und damit 9 (Z (a)). In diesem 

ist der Satz trivial und A = K(ä) = K(<p(a)) = <p{K(a)). 

*i also « nicht in K(<tp(a)) enthalten. Auch dann ist A eine 

Denn ist x in A, so ist entweder x = a, also g>(#) = g>(a) 

/<p(«0) oder a? ist in K(<p(a)) enthalten, also q>(x) ebenfalls, 

r/ f a \\ eine Kette ist. Es ist somit das Bild jedes Elementes 

A d. h- das Bild <p (A) in K(<p(a)) und a fortiori in A selbst 

Iten • -^ * 8 ^ e * ne Kette. ^ a -^ das Element a enthält, ist K(a) 

^4 somit q>{K(a)) Teil von 9 (-4) und damit Teil von 

(a)\ w. «- b.w. 

Wir nennen die Kette K(<p(a)) = <p{K{a)) die „ Bildkette tf 

nd bezeichnen sie auch kurz mit K'(a). Es ist leicht zu 

daß -^ m ** -^( a ) identisch ist. Es war bereits erkannt, 

TTf } Teil von A ist. Es ist aber auch umgekehrt a, <p(a) 

Satz gilt auch, wenn a nicht einzelne« Element, sondern Teil- 
^ , ^ j, e( j ür f en ^r dieser Verallgemeinerung nicht. 

ge von M w*» 



1 ■ 
1 

1 
1 



— 690 — § 130. 181. 

und damit K((p(a)) in K{a) enthalten, daher ist auch A Teil von 

K(a\ d.h. A = K(a): 

LXXVII. Ist a nicht in seiner Bildkette K(a) ent- 
halten, so hat man nur a zu K*(a) hinzuzu- 
fügen, nm die Kette von a, K(a) zu erhalten: 

K(a) = a + K'(a). 

§ 131. Einige einfache Beispiele sollen zunächst zeigen, welche 
besonderen Voraussetzungen wir noch über ® aufstellen müssen. 
Es bestehe zunächst M aas einer endlichen Anzahl von Elementen, 
etwa aus den Zahlen 1 bis 5, und es sei 

9 (1) = 2, 9(2) - 3, 9(8) = 4, 9(4) - 5, <p(5) = 1. 

In diesem Fall ist M eine Kette, und zwar Kette jedes Elementes : 
M = ÜT(1) = 2T(2) etc. Die Abbildung 9 ist umkehrbar eindeutig. 
Das Bild ?(M) ist mit M identisch. 
Sei zweitens 

9(1) - 2, 9(2) = 3, 9(3) = 4, 9 (4) - 5, 9(5) — 2. 

Hier ist M = 2£(1), das Bild von M enthält das Element 1 nicht. 
Die Abbildung ist nicht umkehrbar eindeutig. 
Sei drittens 

9(1) = 2, 9(2) - 1, 9(3) - 4, 9(4) = 5, 9(6) = 3. 

Die Menge ist nicht Kette eines ihrer Elemente, vielmehr sind 
K(l), K(2) gleich dem Teü (1,2), JT(3), JT(4), JT(6) gleich (3, 4, 5). 
Das Bild von M ist mit M identisch, 9 ist umkehrbar eindeutig. 
Wenn wir endliche Mengen betrachten, wird stets M seinem 
Bilde gleich sein, sofern es sich um eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung handelt. Für transfinite Mengen sind jedoch diese 
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*n Tatsachen von einander unabhängig. Insbesondere wird 
h die umkehrbar eindeutige Zuordnung q> (») = n + 1 auf einen 
sii Teil seiner selbst, nämlich auf die Menge 2, 3, 4 . . . abge- 
bt. Außerdem ist hierbei ® = JT(1) und damit haben wir die- 
reu Tatsachen bereits vollständig zur Hand, auf denen sich 
Dedekind sehe Axiomensystem aufbaut. Es lautet: 
(D) 1) Die Menge ® besitzt eine Abbildung <p auf 

sich selbst. 

2) Die Menge ® besitzt ein Grundelement 1, 
dessen kleinste Kette sie ist. 

3) Das Bild von ® ist echter Teil von ®. 

4) Die Abbildung <p ist umkehrbar eindeutig. 
Die Axiome (2) bis (4) setzen (1) voraus, sind aber unter sich 

seh unabhängig, wie die vorausgeschickten Beispiele zeigen. 

a3 4) folgt, daß ® transfinit ist. Umgekehrt folgt aus der 

stenz einer transfiniten Menge M die Existenz einer Menge, I » 

den Axiomen (1) bis (4) genügt. Ist nämlich M transfinit, so ' 

5t das \ Es existiert eine umkehrbar eindeutige Abbildung von 

axif einen echten Teil M t seiner selbst. Es gibt daher ein 

ment cb in -W> das nicht zu M x gehört, d. h. a ist nicht Bild 

d eines Elementes in M. Die kleinste Kette K(a) genügt 

offenbar den Axiomen (1, 2, 4), und daß sie auch (3) genügt, 

»+ ans der Annahme über a, wonach a nicht in q>(K(a)) ent- 

ten sein kann. 

A unserer allgemeinen Fassung des Induktionsschlusses 

•wi- ich letzt im besonderen die Zulässigkeit des Schiasses von 

' /> j_ 1 Enthält eine Menge S das Element 1, und gehört 

ch <P ( w ) zu ^ XT ' so * s * ® e * n ^ e ^ von ^' Denn dfo zweite 

der Voraussetzung erklärt die Menge aller Elemente 
isst*g$ ü 
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von ©, die zu S gehören, für eine Kette, die nach der ersten 
Aussage 1, somit K(l) = © selbst enthält. 

Dieser Beweis ist so außerordentlich einfach, daß man wohl 
sagen kann, das Axiom (2) sei gar nichts anderes als das Postulat 
der Zulässigkeit des Induktionsbeweises. Geht man aber auf un- 
sere früheren undurchführbaren Versuche zur Begründung oder 
Formulierung dieses Postulates zurück, so wird man zugeben 
müssen : Selbst wenn es sich hier nicht um einen Beweis, sondern 
nur um eine Formulierung der Induktion handelt, so ist doch 
diese Formulierung selbst eine so einfache und durchsichtige, daß 
in ihrer Entdeckung ein direkt klassischer Fortschritt der Theorie 
der ganzen Zahlen enthalten ist. 

Die Dedekindsche Begründung der Induktion ist in einer 
Hinsicht analog zu der oben gegebenen Begründung durch die 
Wohlordnung von ®. Bei der letzteren ist das entscheidende 
Postulat dies, daß jeder Abschnitt von ® ein letztes Element 
enthält, daß also © selbst den niedersten Typus ohne letztes 
Element darstellt. In der D edek in d sehen Fassung liegt das 
Schwergewicht in dem Postulat, daß © die kleinste Kette ist, 
welche 1 enthält. Beide Begründungen sind aber darin wesentlich 
verschieden, daß sie zu völlig abweichenden Verallgemeinerungen 
fuhren. 

An dieser Stelle sei sogleich hervorgehoben, daß das Axiom 
(3) eine engere Fassung zuläßt, wenn man es mit (2) vergleicht. Es 
folgt nämlich sofort: 

3*) Das Bild ®' von © enthält jedes Element von 
® mit Ausnahme des Elementes 1. D.h. jedes 
Element von © außer 1 ist Bild eines Ele- 
mentes von ©. 
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Enthielte nämlich ®' die Eins, so wäre auch K(l) und nach 
@ selbst Teil von ®', also ® = ®' gegen (3). ®' enthält 
ler 1 nicht. Nun ist aber ®' als Bild von ® = JST(l) die Bild- 
te JS7(1) von 1 nnd dieser haben wir nach LXXVII nur das 
ment 1 wieder hinzuzufügen um K(l) == ® zurückzuerhalten. — 
die engere Fassung (3 *) einen beweisbaren Teil enthält, ist sie 
T>) zunächst durch ihren logisch unabhängigen Bestandteil ersetzt 
rden. 

§ 132. Wir haben jetzt zu zeigen, daß ® durch die Axiome 
| wirklich charakterisiert ist. Wir wollen dies dadurch tun, daß 
r die Ordnung von ® definieren und von ihr zeigen, daß sie dem 
stein (Gr) des Kapitels XXVII genügt. Wir verfassen dabei 
erdings denjenigen Weg, den Herr Dedekind in seiner Dar- 
>llunff eingeschlagen hat, zum mindesten in der formalen An- 
Inunff bleiben dafür aber in besserem Zusammenhang mit den 
herigen Entwicklungen dieses Referates. 

Wenn wir die Ketten der Elemente von ®, 

K(l), 2f(2), Z(3), ...2T(n)... 

unserer bereits vorhandenen Kenntnis von ® heraus konstru- 
so sehen wir, daß sie nichts anderes sind, als die Reste 

n ®: 

K(l) = R(l) = 1, 2, 3,... 

K(2) = B(2) = 2, 3, 4,... 

K(n) = R{n) = w, n + 1, n + 2, . . . 

. i Ausführungen des vorigen Kapitels können wir daher 

, ^j e Ordnung von ® definieren, wenn wir zeigen können, 

j • Menge dieser Ketten den Axiomen (A, B) der §§ 122, 123 
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genügt. Das Axiom (A) fordert, auf unseren Fall angewandt, daß 
unter zwei Ketten K(a\ K(p) stets eine existiert, die Teil der 
andern ist. Es soll also ausgeschlossen sein, das jede von beiden 
Elemente enthält, die der andern nicht angehören. 

Enthält nun K(a) Elemente, die nicht zu K(b) gehören, so 
ist a eines von diesen, da K{b) mit a auch K(a) enthalten müßte. 
Demnach nimmt Axiom (A) folgende Fassung an: 

5) Ist a nicht in K(b) enthalten, so ist b ixt 
K{a) enthalten. 

Es liegt nahe, diesen Satz durch Induktion zu beweisen, da er 
für a = 1 sicher richtig ist. Der Beweis folgt nach Beendigung 
unserer Analyse. 

Das Axiom (B) fordert, daß zu zwei verschiedenen Ele- 
menten a, b stets eine Kette existiert, die eines enthält, das andere 
nicht. Ist a nicht in K(b) enthalten oder b nicht in K{a) ent- 
halten, so ist dieser Bedingung sicher genügt. Es fragt sich 
daher, ob a in K(b) und b in K(a) enthalten sein kann. In diesem 
Fall enthalten sich K(a) und K(b) gegenseitig, d. h. es ist K(ä) = 2C(6) 
woraus weiter folgt, daß jede Kette, die a enthält, auch b enthält 
und umgekehrt. Gilt Axiom (B), so können in diesem Fall a und b 
nicht verschieden sein, wir müssen daher beweisen: 

6) Aus K(a) = K(b) folgt a = b. 

Unsere nächste Aufgabe wird sein, die Vollständigkeit des 
Systems aller Ketten K(a) zu erweisen. Da nun nach § 130 so- 
wohl der größte Teiler wie die Vereinigungsmenge einer Menge 
von Ketten stets eine Kette ist, spitzt sich der Beweis" der Voll- 
ständigkeit auf folgenden Satz zu: 

7) Jede in @ enthaltene Kette ist kleinste 
Kette eines Elementes von ®. 
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Ist dann T eine Teilmenge des Systems A aller Ketten K(a), 
t ibi größter Teiler wie auch ihre Vereinigungsmenge in dem 
m A enthalten, dieses also nach Satz LXXVa vollständig. 
Vwsen wir nnn A als das System der Reste von @ auf, so 

sich sofort die Wohl Ordnung von ®. Jeder Rest K(a) 
i nämlich in a ein Element, das einem echten Teile von K(a\ 

A gehört, nicht angehören kann. Denn wäre a in K(b), 
3 K(a) in K(b), also*2T(&) gewiß nicht echter Teil von K(ä). 
» spezielle Wohlordnung von ® ist nun dadurch charakte- 
daß jeder eigentliche Rest ein unmittelbar vorangehendes 

besitzt. Ein eigentlicher Rest kann das Element 1 nicht 
i da jede Kette, die 1 enthält, mit ® identisch ist. Nun 
edes von 1 verschiedene Element in ®' = <p(®) enthalten, 
q>(x) eines Elementes von ®. Daher ist jede Kette, die 
I von & ist, eine Bildkette, K(<p(x)). Ziehen wir unsere 
ler Menge © heran, so sehen wir, daß das unmittelbar 
de Element von K (tp (x)) = (x + 1, x + 2, x + 3, . . .) das 
selbst ist. Es ist also zweierlei zu zeigen (§ 127): 

Kein Element x ist in seiner Bildkette 

enthalten. 

0) + x ) * s * e * ne ^ e ** e ' Letzteres steht aber nach Satz 
eits fest, nnd zwar ist (K(<p(x)) + x) = K(x). 
(8) für das Element 1 durch Axiom (3*) erfüllt 

wiederum nahe, ihn durch Induktion zu beweisen. 
onen wir aus Satz 8 die letzte typische Eigenschaft ' * 

sie besitzt kein letztes Element. Denn durch die j 

ir das System der Ketten K(d) vorschreibt, ist hinter 
v noch die ganze Bildkette K'(x) geordnet, die nach 
ht enthält. 

ie**chen Schale- I. Bd. 47 
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Mit Satz (8) erledigt sich aber auch Satz (6). Ist nämlich 
K{a) = KQ>\ so ist, da K(a) = a + K'(a)j entweder b = a oder 
b in K'(a). Im letzteren Fall wäre aber auch KQ>\ d. h. K(a) 
selbst Teil von K' (a), also auch am K' (a) gegen Satz 8. Es bleiben 
demnach nur die Sätze 5, 7, 8 zu beweisen. Da wir ihre Beweise 
unabhängig von den bisher geführten Betrachtungen erbringen, 
sind wir an die Reihenfolge nicht gebunden und können daher 
mit Satz (8) beginnen. 

§ 133. Das Element 1 ist nicht in seiner Bildkette ©' ent- 
halten (Axiom 3*). Es sei a ein Element, das ebenfalls nicht zu 
seiner Bildkette K'(a) gehört. Wäre q>(a) = o! in K'(a') ent- 
halten, so hieße das, da K'fa 1 ) = q>K(a') ist: ol ist Bild <p(x) 
eines Elementes x in K(a'). Nun ist a! = g>(a), nach Axiom (4) 
wäre daher a = x, d. h. in K(a') gegen die Annahme. Es ist 
also a' nicht in seiner Bildkette enthalten, womit durch Induktion 
Satz 8 folgt. 

Wir gehen zu Satz 5 über. Es sei für a bewiesen, daß b in 
K(a) enthalten ist, wenn a nicht in K(b) enthalten ist. Für a = 1 
steht dies bereits fest. Es sei ferner c ein Element, dessen Kette 
ol nicht enthält. Dann enthält sie a fortiori auch a nicht. Daher 
ist c in K(a) enthalten, somit ist entweder c = a oder c in K(a*). 
Das erste ist unmöglich, da sonst gegen die Annahme K(c) da£ 
Element o' enthalten würde. Also ist c in K(a'\ w. z. b. w. Daraus 
folgt durch Induktion Satz 5. 

Zum Schlüsse beweisen wir Satz 7. Es sei K eine Kette in ©. 
Ist K = ®, so ist K = Ä(l) und der Satz richtig. Es sei weiter 
K echter Teil von ©, so enthält K das Element 1 nicht. Die 
komplementäre Menge L von K ist keine Kette, denn sie enthält 
1, ohne © zu enthalten. Es gibt daher in ihr ein Element 



Der Wohlordnungssatz. 

* 134. Am Ende des Kapitels XXVII haben wir gezeigt, 
ede Menge, die nicht endlich ist, eine abzählbare Teilmenge 
lt. Dieser Beweis beruhte anf einer rein logischen Disjunktion 
genutzte an einer Stelle das Prinzip der einmaligen Auswahl, 
ch bei dem Beweis, daß eine Menge, die nicht endliche Teil- 
en von beliebiger Mächtigkeit enthält, endlich sein muß, 

47* 
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Jessen Bild <p(a) = a' nicht zu L gehört. Da a! somit zu K 
lört, enthält K die Kette K{a'). 

Enthält K irgend ein Element x, so ist auch K(x) ein Teil 

K. Zwischen K(x) und K(a!) können drei Beziehungen bestehen. 

tens: K(x) ist echter Teil von K(a'), zweitens: K(x) = K(a'). 

diesen beiden Fällen ist x in K(a!) enthalten. Drittens bliebe 

Möglichkeit, daß K(a') echter Teil von K(x) wäre, also x nicht j 

K(a r ) gehörte. Dann wäre a' in K(x'), d. h. a' Bild eines Ele- 

tes in K(x). Dieses Element könnte nach Axiom 4 nur a sein, 

( ' = q>(a). Es wäre dann aber a in K und nicht in Z, gegen 

Definition von a. Also ist der dritte Fall unmöglich, vielmehr 

jedes Element x von K in K(a') enthalten, und da auch K[pl) 

K. enthalten ist, ist K kleinste Kette von a', was zu be- 

en war. 

Hiermit ist bewiesen, daß das Dedekindsche Axiomsystem 
Wohlordnungssystem © völlig äquivalent ist. Es stützt sich ^ 

egensatz zu jenem auf den Zuordnungsbegriff an Stelle 
Qrdnungsbegriffes und führt dadurch die Zulässigkeit seiner 
litionen auf das eine Postulat zurück, daß es transfinite 
^en geben soll. 
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Hierdurch ist der sehr anfechtbare Beweis durch iterierte Auswahl 
überflüssig geworden. 

In ähnlicher Weise läßt sich der in § 104 angegebene un- 
brauchbare Beweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden kann, 
von der iterierten Auswahl befreien und auf ein Postulat zurück- 
fuhren, das keine Ordnung der Auswahl verlangt. In dieser ex- 
akten Fassung verliert der Beweis zugleich die Fiktion, als ent- 
halte er irgend eine Methode, die Wohlordnung auszuführen. 

Wenn eine Menge wohlgeordnet werden kann, so wird dadurch 
in jeder Teilmenge ein Element ausgezeichnet, nämlich das erste. 
Der Wohlordnungssatz kehrt diese Tatsache um: Wenn es 
möglich ist, in jeder Teilmenge einer Menge M ein 
Element auszuzeichnen, so kann M wohlgeordnet 
werden. 

Will man sich mit einer Plausibelmachung begnügen, so kann 
man folgendermaßen verfahren: Ich wähle aus M ein Element 
m l aus, oder falls auch in M selbst als unechtem Teil von M ein 
Element ausgezeichnet ist, so wähle ich dieses. In der zu m t kom- 
plementären Teilmenge M — m, ist ein Element ausgezeichnet. Es 
heiße m % . In M — m t — tn, heiße das ausgezeichnete Element m 8 , 
in M — m l — m % — m % ist ebenso m k ausgezeichnet u. s. f. Auf diese 
.Art entsteht eine wohlgeordnete Teilmenge m x , m, , w„...w,..,, 
die, falls M nicht vorher erschöpft ist, den Typus o> hat. Existiert 
ihre komplementäre Teilmenge, so ist in dieser ein Element m m 
ausgezeichnet, nach dessen Entfernung m^ u. s. f. 

Diese Methode unterscheidet sich von der früheren durch ite- 
rierte Auswahl in einem wesentlichen Punkt : es wird angenommen, 
daß jedes „auszuwählende" Element m a bereits durch die voran- 
gehenden gesetzmäßig bestimmt ist. Trotzdem ist die ganze Be- 
trachtungsweise noch durchaus unexakt. Mit den Indices 1, 2, <o, . . . 
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►eschworen wir die Menge W wieder herauf und damit die Frage 
er Bezeichnung und der Erzeugungsprinzipien. Es liegt daher in 
er Darstellung, die Herr Zermelo * der Wohlordnung zu Grunde 
Jegt hat, ein wesentlicher Portschritt. 

§ 135. Es sei M l irgend eine Teilmenge von M, M--M l die 
mplementäre und x deren ausgezeichnetes Element. Wir be- 
lehnen es mit y(M t ). Die Zuordnung y ordnet daher jeder 
ilmenge ein nicht in ihr enthaltenes Element zu. Da es zu M 
ne komplementäre Teilmenge gibt, fingieren wir wieder die aus 
aem Element bestehende Menge und bezeichnen mit y(0) das- 
ge Element, welches in M selbst ausgezeichnet war. 
Die Bildung der "Wohlordnung durch 

y(0) = m lf y(mj « w,, y(m M m.) = ro 8 , 

en wir nun nicht durch, sondern verwenden sie lediglich, um 

zu überzeugen, daß M Teilmengen M von folgender besonderen 

hafFenheit enthält: 

l) M' ist wohlgeordnet 

}) y(0) = Wj ist ihr erstes Element. Ist A(x) ein 

Abschnitt von M\ so ist x = y(A(x)). 
lolche Teilmengen sind in der Tat die Mengen m lt (w,, iw 8 ), 
n 9 , m s ). Wir nennen eine Teilmenge von M, die den Postu- 
(1, 2) genügt, eine y-Menge und beachten, daß aus der Defi- 

sofort der Satz folgt: 

Jeder Abschnitt einer y-Menge ist selbst eine 

y -Menge. 

ir behaupten nun, daß die Menge T aller y-Mengen ein ord- 
System bildet, daß M die Vereinigungsmenge dieses Systems 

eweis, daß jede Menge wohlgeordnet werden kann. Math. Annalen 59. 
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ist, und daß die Ordnung von Af, sofern wir T als System von 
Abschnitten auffassen, eine Wohlordnung ist. 

Das Postulat (A), daß V ein konzentrisches System sei, werden 
wir im Hinblick auf Satz LXXIV sogleich in folgender engeren 
Fassung beweisen: 

4) Von zwei verschiedenen y-Mengen ist eine ein 
Abschnitt der andern. 

An Stelle dieses Satzes genügt es, folgenden einfacheren zn 
setzen : 

5) Zwei ähnliche y-Mengen sind identisch. 

Nach Satz (4) können sie nämlich nicht verschieden sein, und 
gilt umgekehrt (5), so können zwei verschiedene y-Mengen nicht 
ähnlich sein, also ist eine nach (1) einem Abschnitt der andern 
ähnlich und mit diesem, da er nach (3) selbst eine y-Menge ist, 
nach (5) identisch. Also sind (4) und (5) äquivalente Sätze. 

Ehe wir (B) beweisen, betrachten wir die Forderung (B) § 123 : 
Sind x, y zwei Elemente, die in y-Mengen enthalten sind, so gibt 
es eine y-Menge, die eines der Elemente enthält, das andere nicht. 
Ist nämlich x in A, y in B, so ist entweder A = B oder eine in 
der anderen enthalten, also enthält etwa A sowohl x wie y. Da 
A wohlgeordnet ist, ist eines der Elemente das frühere, etwa x\ 
dann ist x in A(y) enthalten, y aber nicht, und A(y) ist nach (3) 
eine y-Menge. 

Sind die Postulate (A), (B) als erfüllt erkannt, so folgt aus 
Satz LXXIV, daß die Vereinigungsmenge M x aller V Mengen wohl- 
geordnet ist, und es bleibt der Nachweis zu erbringen, daß sie 
mit M identisch sein muß. 

Wir beweisen nun zunächst Satz (6). Seien Ar^B zwei 
y-Mengen, <p(x) = y dasjenige Element von B, welches dem Element 
x von A entspricht, S die Menge aller Elemente von A 9 für die 
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v(x) = x ist. Sie enthält das erste Element m t von A, da es 
,uch erstes von B ist. Enthält sie ferner alle Elemente eines 
ibschnitts A (x) von A, so ist dieser mit dem ähnlichen Abschnitt 
[ {tj) von B identisch und <p (x) = y. Es ist aber, weil A und B 
•Mengen sind, x = y (A (x)) = y (A (y)) = y, also enthält 8 mit 
(#) auch #. Ans dem allgemeinen Schlußschema XXI des § 33 
Igt somit, daß S alle Elemente von A enthält, d. h. es ist A 
t B identisch. 



§ 136. Nachdem wir gezeigt haben, daß die Vereinigungs- 
nge M x aller y-Mengen wohlgeordnet ist, beweisen wir ihre 
jntität mit M, und zwar in zwei Schritten. Zuerst überzeugen 
• uns, daß M x selbst eine y-Menge ist. In der Tat, sie ist wohl- 
rdnet, die y-Mengen sind Abschnitte von M x , und daher m, erstes 
iment von M v Ist nun x ein Element von M iy so heißt das: 
ist Element einer y-Menge A. Diese ist ein Abschnitt von M lt 
er ist der Abschnitt A(x) in M auch Abschnitt von A, somit 
= q>(A(x)). M l genügt also den Forderungen (1, 2), w. z. b. w. 

Wir beweisen nun weiter: Jede y-Menge, die echter 
[1 von M ist, ist Abschnitt einer y-Menge. Daraus 
t, daß M t nicht echter Teil von M sein kann, da es sonst 
ßhnitt einer y-Menge, daher nicht Menge aller in y-Mengen 
altenen Elemente wäre. M x ist somit mit M identisch, also 
wohlgeordnet. 

Der Beweis des genannten Satzes beruht auf dem allgemeinen 
, daß die Vereinigungsmenge zweier teilfremden wohlgeord- 
l Mengen P und Q durch Hintereinandersetzen wohlgeordnet 
en kann. Daß die Ordnung von P + Q eine Wohlordnung ist, 

JP und Q wohlgeordnet sind, ist mit aller Strenge beweisbar, 
St sich darum auch an jede wohlgeordnete Menge ein Element 
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anhangen. Wir haben bei den nltrafiniten Paradoxieen gesehen, 
daß es zu einem Widerspruch fuhrt, wenn man an die Menge W 
aller transfiniten Ordnungszahlen ein Element anhängt. Wir haben 
dabei zugleich hervorgehoben, daß dieser Widerspruch in der De- 
finition von W, nicht aber in dem Anhängen eines Elementes liegt ; 
daß vielmehr die Menge W selbst erst recht aufgegeben werden 
muß, wenn man auf das Anhängen eines Elementes verzichtet. Da 
unser Beweis des Wohlordnungssatzes sich zudem gerade durch 
die Vermeidung aller Abstraktionen auszeichnet, die zum Begriff 
der Ordnungszahl und der Menge W führen, ist er vom Standpunkt 
dieser Menge aus nicht mehr und nicht weniger anfechtbar, als 
die ganzen Grundlagen des mengentheoretischen Kalküls seihst. 
Wenn A eine y-Menge ist, die echter Teil von M ist, so 
existiert y(A) = x und die Menge A + x ist wieder eine y-Menge; 
denn jeder ihrer Abschnitte mit Ausnahme von A selbst ist Ab- 
schnitt von A, ihr erstes Element ist erstes Element von A, also 
gleich m x ; für den Abschnitt A selbst ist aber nach der Definition 
von x das Postulat (2) erfüllt, und ihre Ordnung ist eine Wohl- 
ordnung, wenn x hinter alle Elemente von A geordnet wird, wie 
dies das Zeichen A + x vorschreibt. Demnach ist A der Abschnitt 
A(x) der y-Menge A + x. 

§ 137. Hiermit ist der Beweis des Wohlordnungssatzes zu 
Ende geführt. Der einzige Einwand, der gegen den Beweis selbst 
geführt werden kann, betrifft das Anhängen des Elementes y(A) 
an eine y-Menge A. Mit ihm haben wir uns bereits auseinander- 
gesetzt. Alle weiteren Einwände richten sich gegen die Zulässigkeit 
des Auswahlpostulats, nach dem es möglich sein soll, aus jeder 
Teilmenge von M ein Element auszuwählen. Diese Auswahl ist 
beispielsweise für das Kontinuum noch nicht gelungen, der Wohl- 
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nongsaatz bat also das Kontinuumproblem seiner Lösung bis 
t nicht näher gebracht Da aber bereits die Vermutung anf- 
acht ist, daß eine Wohlordnung des Kontinuums unmöglich 
st doch derWohlordnangsuatz insofern von Bedeutung geworden, 
r dieser Vennutttag so ziemlich jeden Boden entzogen hat. 
der Nachweis, daß es nicht möglich sein sollte, in jeder 
snge des Eontinnnms ein Element auszuwählen, wird von 
irein auf schärfere Opposition stoßen, als der Nachweis der 
lichkeit seiner Woblordnung. Eine Teilmenge, aus der sich 
nent nicht auswählen ließe, kann gewiß niemale angegeben 
weder im Eonturanm noch in sonst einer Menge, 
tm das AuBwahlpostulat zugegeben wird, d. h. wenn es 
sein soll, in jeder Teilmenge einer Menge M ein Element 
nnen, so läßt sich der Wohlordnnngssatz dahin aussprechen, 
Menge wohlgeordnet werden kann. Die Konseqnenzen 
zes sind dann außerordentlich weittragende: jede Mäch- 
ein Alef, es sind daher alle Mächtigkeiten komparabel, 
■ichotomieproblem der Mächtigkeiten ist gelöst. Zugleich 
r einen neuen Nachweis, daß jede nicht endliche Menge 
>are Teilmenge enthält. 

sich an den Wohlordnungssatz eine umfangreiche üis- 
kniipft, die ihr Ende noch nicht erreicht haben durfte, 
ans anderen Gründen auf einen Bericht über diese 
erzichtet werden, vor allem darum, weil durch sie 
■h der zulässigen Anwendung des Mengenbegriffs in 
ind getreten ist, und ohne deren Erledigung eine 
Antwort nicht zu erwarten ist. Aach die Frage, 
hiecTe zwischen logischer Möglichkeit und mathema- 
: bestehen, hängt mit dem Auswahlpostulat aufs 
a. Und zu diesen Fragen vermag ich nichts neues 
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zu sagen, geschweige denn eine Antwort zu geben. Solange aber 
nicht geklärt ist, was eine Menge ist, d. h. welche Gesamtheiten 
sich den mengentheoretischen Betrachtungen ohne Widersprach 
fügen, ist auch über den Umfang des Satzes, daß jede Menge 
wohlgeordnet werden kann, keine Klarheit zu gewinnen. 



Schlußswort 

Werfen wir einen Blick auf unsere Betrachtangen zurück, so 
sehen wir zunächst, daß eine große Reihe von Begriffen, wie der 
der Vereinigong8menge, des gemeinsamen Teiles, der Ordnung und 
Wohlordnung, einer logisch einwandfreien Verwendung fähig sind, 
ohne daß die Endlichkeit der betrachteten Mengen vorausgesetzt 
wird, und daß es weiterhin auch tatsächlich unendliche Mengen 
gibt, zum mindesten die abzählbaren, bei denen die Verwendung 
zu positiven und gesicherten mathematischen Ergebnissen führt. 
Die Mengenlehre ist also nicht etwa derjenige rein formale Teil 
der Lehre von den endlichen Mengen, der durch Weglassen der 
Voraussetzung der Endlichkeit entsteht, — eine Deutung, die man 
ihr vielfach zu geben scheint. Im Gegenteil, wir haben gesehen, 
daß eine dogmatische Behandlung der ganzen Zahlen unmöglich 
ist, ohne die Annahme, daß es unendliche Mengen gibt. — 

Die Eigenart der ganzen Schlußweise, ihre aufs äußerste ge- 
triebene Astraktion, berechtigen uns zu der Behauptung, daß wir in 
der Mengenlehre eines der eigenartigsten Kapitel der Mathematik 
besitzen; selbst die Infinitesimalrechnung und die mathematische 
Formelsprache stützt sich noch auf die klassischen Methoden der 
antiken Mathematik und besitzt Vorläufer in ihr. Die Mengen- 
lehre bedeutet wohl den weitesten und kühnsten Schritt über die 
alten Methoden hinaus, den die Mathematik getan hat. 
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Eigentümlich erscheint mir das Mißverhältnis zwischen der 
«grenzten Reihe von Möglichkeiten, die uns die transfiniten 
len, insbesondere die Alefa, eröffnen, nnd der außerordentlich 
ogen Kenntnis, die vir faktisch von ihnen besitzen. Innerhalb 
r Beide ein System durchsichtiger, einfacher Sätze und ein 
r, auf dem einfachen Begriff der Wohlordnung aufgebauter 
ainenhang von mathematischer Schönheit. Und anmittelbar 
°n die Unmöglichkeit, über nichtwohlgeordnete nichtabzähl- 
■fengen, wie das Kontinuum, irgend etwas praktisch Wert- 
za erfahren. Es hat manche mathematische Disziplin erst 
ingem mühevollen Kampfe praktische Ergebnisse zeitigen 

nnd man wird darum allein der Mengenlehre, die noch in 
rsten Anfangen steckt, nicht den Vorwarf der Unfrucht- 
machen dürfen; der Begriff der abzahlbaren Menge hat 

vielfache Anwendung gefanden, daß er heute als unent- 
j ffülfsmittel des Mathematikers gelten darf. Die Schwie- 
aber, die sich hinter der abzählbaren Mächtigkeit erheben, 
m Problem der endlichen Bezeichnung und dem Kro- 
chen Postulat ihren, wenn auch unkorrekten Ausdruck 

1 nicht mehr rein mathematischer Art, sondern hängen 
pfuschen Problemen aufs engste zusammen. Dies zeigt 
rndcre an den ultrafiniten Paradoxieen, die uns lehren, 
■beiten mit Abstraktionen und rein logischen Disjunk- 
clwelche Grenzen gezogen sein müssen. 

diese fragen unerledigt sind, scheitert der mathema- 
'snms bereits, noch bevor er mit Ergebnissen der 
n "Widerstreit gerät. Die Betätigung der Logik 
mathematischen Gebiet besitzt einen anderen Grad 
nnd Zuverlässigkeit als im Gebiet des allgemeinen 
Begriffe wie endliche Dar stell bar keit, Mengen, 
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die sich selbst enthalten n. a. sind keine mathematischen Bild- 
ungen mehr, und wer mit ihnen operiert, strauchelt. Dieser 
verschiedene Grad der Zuverlässigkeit kann nicht aus der Welt 
geschafft werden, wenn er auch bisher nur Sache des Gefühls und 
kein scharf umschriebener Begriff ist. Wenn die Mathematik nur 
ein Teil des Logikkalkuls sein soll, so ist sie doch jedenfalls ein 
widerspruchloser Teil eines nicht widersprachlosen Gebietes, and 
in diesem Gegensatz steht sofort wieder das alte Problem des 
Unterschiedes zwischen Mathematik und Logik vor uns. Für den 
Philosophen aber erwächst gerade hier ein neues Arbeitsfeld, das 
von den Mathematikern heute noch vielfach mit dem logizis- 
tischen Vorurteil betreten wird. Wenn die ultrafiniten Para- 
doxieen, insbesondere die der Menge TT, nicht zu beseitigen sind, 
so liegt die Vermutung nahe, daß sie im Zusammenhang mit den 
Antinomieen stehen, die Kant aufgestellt hat. Und es scheint 
mir eine wichtige Frage zu sein, ob solche Antinomieen im Gebiet 
der reinen Logik allein tatsächlich bereits auftreten. 



XIIL 

Das Muskelproblem. 
Physiologische Betrachtungen. 

Von 
Karl Kaiser, 



Der Muskel ist eine Maschine, die unter Verbrauch von che- 
cher Energie mechanische Arbeit leistet. Diese Arbeitsleistung 
im Vergleich zur Größe des Muskels eine sehr bedeutende. 

Wadenmuskel eines mittelgroßen Frosches hat ein Gewicht 
0,5 g, ein Volumen von etwa 0,47 ccm und vermag 500 g fünf 
meter hoch zu heben. Der linke Ventrikel des menschlichen 
ens leistet bei einem Q-ewicht von 150 — 160 g in 24 Stunden 
Arbeit von etwa 30000 mkg. 
)ie Frage nach den Mitteln und Einrichtungen, die den Muskel 

überraschenden Leistungen befähigen, hat deshalb nicht nur 
-oßes physiologisches, sondern auch ein bedeutendes meoha- 
s Interesse. 

je Versuche, das Problem von Ursprung und Natur der 
[kraft zu lösen, sind von verschiedenen Seiten her gemacht 
i. Einmal hat man die mikroskopisch erkennbare Struktur 
iskels zun Ausgangspunkt genommen. Man hat erkannt) 

quergestreiften Muskelfasern, aus denen sich im allgemeinen 
Lkürlich bewegbaren Muskeln zusammensetzen, abwechselnd 

and doppelbrechende Schichten unterscheiden lassen, die 
Znsammenziehung des Muskels, also während seiner Tätig- 
anrisse Veränderungen zeigen, die einen Schluß auf die 
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ihnen zn Grande liegenden chemisch-physikalischen Vorgänge zu- 
lassen. 

Ferner hat man, von der Überlegung aasgehend, daß die Ur- 
sache der Bewegung aller lebendigen Substanz die gleiche sein 
müsse, Beobachtungen an Protozoen, also Organismen von verhält- 
nismäßig sehr einfacher Struktur, angestellt und die aus diesen 
gewonnenen Vorstellungen ganz allgemein auf alle der Bewegung 
dienenden Organe übertragen. 

Schließlich wurden die physikalischen Eigenschaften des Mas- 
keis and die mechanischen Veränderungen während seiner Tätig- 
keit, sowie die damit verbundenen Arbeitsleistungen untersucht, 
um aus den dabei erkennbaren Regelmäßigkeiten ein allgemeines 
Gesetz der Muskelbewegung abzuleiten. 

Die Verschiedenartigkeit der Wege, die man eingeschlagen hat, 
das Muskelproblem zu lösen, lässt uns auch die Schwierigkeiten er- 
kennen, die der Vollendung der Aufgabe entgegenstehen. Die Er- 
scheinungen, die als Folgen eines Grundes, als Wirkungen eines allge- 
meinen Gesetzes dargestellt werden sollen, sind außerordentlich kom- 
pliziert und gehören ganz verschiedenen Beobachtungsgebieten an« 
Es wird gefordert, daß der aus den erkannten mikroskopisch sicht- 
baren Veränderungen abgeleitete Schluß auch die mechanischen 
Vorgänge erkläre, und die an diesen beobachteten Regelmäßig- 
keiten sollen ebenso wie die ersteren mit den chemischen, elek- 
trischen and thermischen Erscheinungen in die Sphäre eines Be- 
griffes gebracht werden. Die Zahl der durch mühevollste mikro- 
skopische Beobachtung, durch klug ersonnene Apparate und geist- 
voll kombinierte Versuche festgestellten Erscheinungen ist eine 
so verwirrend große, daß es fast unmöglich erscheint, die Induktion 
zu finden, die alle jene Merkmale einem Oberbegriffe unterordnet. 

Als allgemein anerkannt and feststehend gilt der Satz, daß 
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bemische Energie die letzte Quelle der Muskelkraft bildet. Es 
adet demnach im Muskel eine Transformierung von chemischer 
nergie in mechanische Arbeit statt. Lässt sich nicht aas dieser 
s Grandgesetz der lebendigen Bewegung geltenden Aussage ein 
egweiser, eine heuristische Maxime für die gesuchte Induktion 
ffinden? 

Die Transformierungen der Energie erfolgen nach bestimmten 
setzen, die ans für gewisse Umwandlungen bekannt sind, für 
lere nicht. Wir können demnach bei den Untersuchungen über 

Ursprang der Muskelkraft so verfahren, daß wir die für die 
fielarbeit aufgefundenen Gesetzmäßigkeiten mit den uns be- 
nten Gesetzen der Überführung von chemischer Energie in 
banische Arbeit vergleichen und so versuchen, die im Muskel 
kündenden Vorgänge mit uns schon bekannten Erscheinungen 
Gesetzen in Übereinstimmung zu bringen, oder wir nehmen 
den Muskel eine Energieumwandlung an, deren Gesetze uns 
r verborgen geblieben sind. In letzterem Falle würden wir 
i unsere Untersuchungen zu energetischen Sätzen allgemeiner 
r geführt werden, und es würde uns daraus die Aufgabe er- 
len, diese Sätze zu verifizieren, d. h. es müßte der Nachweis 
rt werden, daß die aus der Untersuchung der Muskeltätigkeit 
ie angenommene Art der Energieumwandlung gefundenen 
smäßigkeiten allgemeine Gültigkeit besitzen, 
a ersteren Falle würden wir uns gewissermaßen vor eine 
ative gestellt sehen, da uns nur zwei Wege der Überführung 
3mischer Energie in mechanische Arbeit ihren Gesetzen nach 
t sind. Wir würden uns dafür zu entscheiden haben, ob 
iskel nach Art einer thermodynamischen Maschine arbeitet, 
t> elektrische Kräfte als Vermittler zwischen chemischer 
i and mechanischer Arbeit auftreten. 

nng-en der Friat'felMn Schule. I. Bd. 48 
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Nehmen wir dagegen an, daß im Muskel chemische Energie 
direkt in mechanische Arbeit übergeht, legen wir also nnsern Be- 
trachtungen und Versuchen eine Form der Energieumwandlung zu 
Grunde, die uns weder ihren Gesetzen nach, noch als Tatsache 
bekannt ist, so würde diese Annahme, daß chemische Energie die 
Anziehung räumlich getrennter Massen zu bewirken vermag, nur 
den Sinn haben können, daß wir die Verkürzung des Muskels auf 
die räumliche Annäherung distanter Teilchen zurückführen wollen 
und die Elektrizität als anziehende Kraft aus irgendwelchen 
Gründen ablehnen zu müssen glauben. 

Dieser Standpunkt wird von einer großen Zahl von Physio- 
logen eingenommen, von denen ich nur Fick, Chauveau und 
Verworn nennen will. Chauveau und Fick kommen zu der 
Vorstellung, daß im Muskel chemische Energie ohne jede Vermitt- 
lung, direkt mechanische Arbeit liefere, durch Überlegungen rein 
theoretischer Natur, aus denen mit Notwendigkeit hervorgeht, daß 
die Wärme nicht das Mittel zwischen chemischer Energie und 
mechanischer Arbeit bilden könne, daß also der Muskel nicht nach 
Art einer thermodynamischen Maschine zu verstehen sei. Chau- 
veau sagt 1 ; „Une derni&re considöration enfin, d'une grande im- 
portance, achfeve de ruiner le Systeme de Torigine thermique du 
travail des muscles. Quelque opinion qu'on se fasse de la source 
de ce travail, il reste acquis que le tissu musculaire s'£chaufie 
parfois consid&ablement pendant son fonctionnement. Le muscle 
accumule ainsi, sous forme de chaleur sensible, une quantitä no- 
table d'änergie potentielle, absolument disponible. Fourquoi ne 
l'utilise-t-il pas, s'il en a l'aptitude et si c'est en exer<?ant cette 



1 A. Chauveau, Le travail musculaire et l'energie qu'il repr&ente. Paris 
1891 p. 828. 
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aptitnde qn'il provoque la contraction ? Pourquoi ne transforme- 
t-il paa cette energie calorique en travail physiologique? Pourquoi 
se erie-t-ü alors incessament de nouvellcs quantites de chaleur, 
qnand I'action du mnscle se prolonge od s'exag^re de plns en plus? 
Ei qnoil 1' organe possede dejä plns d'energie calorique qn'il n'en 
peat transformer en travail, et il continne ä faire de la chaleur 

paar cet objetl II y a lä une flagrante contradiction. — 

La contraction musciüaire est nne denvation directe du travail 
chimique s'effectuant dang le mnscle." 

Während Cbauvean aber nnr die Unzweckmäßigkeit als 
Argument gegen die Auffassung des Muskels als tbermodynamischer 
Maschine ine Feld fährt, prüft Fick eingehend die Bedingungen, 
lie im Muskel realisiert sein müßten, wenn die Wärme als Ver- 
nittJer zwischen chemischer Energie und mechanischer Arbeit in 
Betracht kommen sollte. 

Zunächst ist der Vergleich des Muskels mit einer Dampf- 
laschine in vielen Beziehungen zutreffend und lehrreich. In bei- 
sn Fällen sehen wir aus der Wirkung chemischer Verwandtschafts- 
-äfte Massenbewegung und daneben Wärme entstehen, und in beiden 
illen ist es die Affinität zwischen Kohlenstoff und Wasserstoff 
lerseits und Sauerstoff andrerseits, aus der die positive Arbeit 
•vorgeht. Bei der Dampfmaschine dient die chemische Arbeit 
schließlich zur Erzeugung von Wärme. Diese wird auf das 
«ser des Kessels übertragen und ein Teil durch die Einrichtungen 
Maschine in andere Energieformen umgewandelt. Ein anderer 
der Wärme wird an die kühle Lnft oder an das Kühlwasser 
Kondensators abgegeben. Ganz ähnlich könnte der Prozeß 
laskel verlaufen. Die durch den Reiz eingeleitete physiolo- 
te Verbrennung kannte zunächst nnr Wärme erzeugen, von 
ein Teil durch die maschinellen Einrichtungen des Muskels in 

48* 
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mechanische Bewegung übergeführt, ein andrer Teil an das den 
Muskel durchfließende Blut abgegeben und fortgeführt würde. 

Bekanntlich ist aber von Clausius in aller Allgemeinheit 
und Strenge bewiesen worden, daß ein thermodynamischer Kreis- 
prozeß, bei welchem eine Wärmemenge in mechanische Arbeit ver- 
wandelt werden soll, und um einen solchen handelt es sich beim 
Muskel, da er nach dem Ablauf der Kontraktion sich in jeder 
Beziehung im ursprünglichen Zustande befindet, als unerläßliche 
Bedingung den Übergang einer Wärmemenge aus einem Körper 
höherer zu einem Körper niederer Temperatur, einen sogenannten 
„Wärmefall" fordert. Auch diese Bedingung könnte sehr wohl 
im Muskel erfüllt sein. Man könnte sich vorstellen, daß die Ver- 
brennungsprodukte oder die Teile des Muskels, in denen die Oxy- 
dation stattfindet, den wärmeren Körper bildeten, von dem Wärme 
auf die kühlere Umgebung übertragen würde. 

Nun ist aber von Clausius ferner festgestellt worden, daß 
zwischen dem Betrage des Wärmefalles und der zu mechanischer 
Arbeit verwendeten Wärmemenge eine ganz bestimmte quantita- 
tive Beziehung besteht. Fick wies nach, daß auf Grund der 
Clausius sehen Formel für den menschlichen Körper die An- 
nahme gemacht werden müsse, daß die ganze vom Körper während 
der Arbeit abgegebene Wärmemenge in den Muskeln von einem 
114 Zentigrad warmen auf einen 37 Grad warmen Körper über- 
gegangen sei, daß also Temperaturen angenommen werden müßten 
die mit der Erhaltung des Lebens des Muskels ganz unvereinbar 
sind. Th.W. Engelmann 1 , der Hauptvertreter der thermischen 
Muskeltheorie, machte dagegen geltend, „daß schon die Verbrennung 



1 Th. W. Engelmann, Über den Ursprang der Muskelkraft, Leipzig n 
Aufl. 189S S. 4. * 
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einer relativ unendlich kleinen Zahl von Molekülen zur Erzeugung 
der Kontraktion eines ganzen Muskels genügt tt und „daß die Tem- 
peratur dieser Moleküle, wenigstens im Augenblick der Verbrennung, 
enorm hoch sein muß, so hoch, daß vielleicht nur die Kleinheit 
und die geringe Zahl der Wärmequellen verhindert, diese leuchten 
zu sehen. ai 

Selbst wenn man zugibt, daß sich die Engel mann sehe An- 
nahme einzelner in der Muskelmasse zerstreut liegender, zeitweise 
glühend heißer Funkte mit den Ergebnissen der myothermischen 
Untersuchungen vertrage, würde uns diese Annahme, wie Fick 
weiter ausführt, einer thermodynamischen Erklärung der Muskel- 
wirkung keinen Schritt näher bringen. „Die Temperatur der 
Wärmequelle, aus der der vermittelnde Körper beim ersten 
Akte die Wärme schöpft, ist an sich nicht maßgebend (für die zu 
gewinnende Arbeit). Dies ist nur dann der Fall, wenn man sich 

wie man es bei den schematischen Betrachtungen zu tun pflegt — 

vorstellt, daß die Temperatur des vermittelnden Körpers nur un- 
endlich wenig unter der Temperatur der Wärmequelle liegt. 
Engelmann hält nun die ganze doppelbrechende Substanz des 
Muskels für den die Verwandlung vermittelnden Körper, ent- 
sprechend der Luft in den Heißluftmaschinen oder dem Dampfe 
in den Dampfmaschinen. Diese ganze Masse, die doch 
wohl zu mindestens auf ein Drittel der Muskel- 
m a 8 s e angeschlagen werden muß, und nicht bloß 
die xninimen zerstreuten Verbrennungspunkte, muß 
also bei dem hypothetischen thermodynamischen Kreisprozesse 
;brend eines namhaften Bruchteiles der Zeit eine sehr hoch über 



* Th. W. Fngelmann, Die Purpurbakterien u. ihre Beziehungen zum Lichte. 
öxi<lerg. ged in het physiol. Laborat. 3 R. XI Utrecht 1889 S. 190. 



— 716 — 

37° C liegende Temperatur besitzen. Unter den gemachten tat- 
sächlichen Voraussetzungen z. B. müßte die ganze doppelbrechende 
Substanz des Muskels während eines namhaften Bruchteiles der 
Zuckungszeit 114° C warm sein. Das könnte aber doch der ther- 
mometrischen Beobachtung nicht entgehen. Die an sich nicht un- 
sinnige Annahme, daß an den zerstreuten Orten der Verbrennung 
vielleicht zeitweise eine Temperatur von 1000° herrsche, nützt 
gar nichts zur Erklärung, um die es sich handelt, denn nicht auf 
das Temperatargefälle zwischen dem Verbrennungsherde und dem 
Körper, der schließlich die Wärme aufnimmt, kommt es an, sondern 
auf das Temperaturgefälle, das in der ganzen Masse des ver- 
mittelnden Körpers während des zweiten (des ersten diabatischen) 
Aktes stattfindet." * 

An diesem prinzipiellen Einwand muß jede thermodynamische 
Theorie der Muskelkontraktion scheitern. Wenn ich trotzdem 
auf die Beobachtungen und Versuche näher eingehe, die Engel- 
m a n n seinen theoretischen Betrachtungen zu Grunde legt, so ge- 
schieht dies wesentlich deshalb, weil die Fehler, die er dabei 
begeht, von allgemeinem Interesse sind. 

Engelmann 2 hat durch eine Reihe ausgezeichneter Unter- 
suchungen gefanden, daß die am Muskel während seiner Tätigkeit 
zu beobachtenden mikroskopischen Veränderungen sich erklären 
lassen, wenn man annimmt, daß die anisotropen Teilchen der 
Muskelfaser infolge des die Kontraktion auslösenden Reizes 
quellen und zwar auf Kosten der isotropen Teilchen, die einen 
Teil ihres Wassergehaltes an die doppelbrechenden Teilchen ab- 
geben. Engelmann hat ferner darauf hingewiesen, daß bei 



1 A. Fick, Pflügers Archiv Bd. 63 (189S) S. 611. 

8 Th. W. Engelmann, Pflügers Archiv Bd. XI 8. 432 (1875); Bd. VII 8 
162 (1873) Pflügers Archiv Bd. XVIII S. 1 (1878). 
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len kontraktilen Formelementen die Richtung der Verkürzung 
it der optischen Axe zusammenfallt, and daß anch nicht reiz- 
te, nicht lebende, organisierte Grundformen (Fibrillen des 
xidegewebes und der Hornhaut, Zellmembranen etc.) unter gö- 
ssen Einflüssen sich bei gleichzeitiger Verdichtung in der 
chtang der optischen Axe verkürzen und zwar mit einer Kraft, 
hnelligkeit und in einem Umfange, welche die der Muskeln 
reichen, ja übertreffen können. Dasselbe Kontraktionsvermögen 
b V. von Ebner 1 bei zahlreichen andern, positiv einaxigen, 
ppelbrechenden Gewebsbestandteilen, ja sogar an künstlich 
jpelbrechend gemachten imbibitionsfahigen Substanzen (z. B. 
rockneten kolloiden Membranen) nachgewiesen, ebenso L. 
rmann bei Fibrinfibrillen. In allen diesen Fällen ist die 
htung der Verkürzung, wie bei den Muskeln, dieselbe wie die 
optischen Axe. Schließlich hat Engelmann durch Versuche 
hgewiesen, daß bei allen doppelbrechenden, speziell bei allen 
tiv einaxigen imbibitionsfahigen Elementen die zur charakte- 
ischen Verkürzung führende Kraftentwicklung durch Temperatur- 
xerung der sie umspülenden und tränkenden Flüssigkeiten 
rorgeruf en werden kann. Da außerdem Schmulewitsch* und 
akowy 8 & 11 lebenden und überlebenden Muskeln, Engel- 
in* selbst an getrockneten und in Wasser wieder aufge- 
hten, an wärmestarren und an in Alkohol erhärteten Muskeln 
ten daß durch von außen zugeführte Wärme eine Verkürzung, 
h darauf folgende Abkühlung eine Wiederverlängerung her- 



i y. y. Ebner, Untersuchungen über die Anisotropie organisierter Sub- 

)D , Leipzig 1882. 

9 Centralblatt f. d. med. Wissensch. 1867 S. 88 u. 1870 S. 609. 

» pflügers Archiv Bd. IX S. 899 (1874). 

1 Ursprung der Muskelkraft, Leidzig 1893. 
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beigeführt werden konnte, so erscheint Engelmanns S 
daß der Ursprung der lebendigen Bewegung auf der durch Er- 
wärmung hervorgerufenen Quellung der doppelbrechenden Teilchen 
der kontraktilen Substanz beruhe, als durchaus gerechtfertigt. 
Sehen wir uns nun diese Schlußfolge etwas genauer an. 

Der Obersatz lautet: Alle aus doppelbrechenden, positiv 
einaxigen, imbibitionsfähigen Elementen bestehenden oder solche 
Elemente enthaltenden Körper ziehen sich durch Erwärmung in 
der Richtung der optischen Axe dieser Elemente zusammen. 

Der Untersatz: Alle kontraktilen lebenden Organe resp. 
Organismen enthalten doppelbrechende, positiv einaxige imbibitions- 
fähige Elemente. 

Der Schlußsatz kann dann nur lauten: Also ziehen sich alle 
kontraktilen lebenden Organe resp. Organismen durch Erwärmung 
in der Richtung der optischen Axe dieser Elemente zusammen. 

Dieser Schluß wird auch unmittelbar durch den Versuch be- 
stätigt. Engelmann schließt aber sehr wesentlich anders. Er 
sagt: „Also muß die Ursache der Kraftentwicklung bei der 
lebendigen Muskelkontraktion in der Erwärmung doppelbrechender 
Teilchen gelegen sein." 1 

Die in diesem Schluß ausgesprochene Einordnung der lebendigen 
Muskelkontraktion in die Sphäre der durch Erwärmung herbei- 
geführten, auf Quellung doppelbrechender Teilchen beruhenden 
Verkürzung ist durch den angeführten Untersatz keineswegs be- 
gründet. Die von Engelmann aufgefundene Beziehung zwischen 
Doppelbrechung, Quellung, Erwärmung und Verkürzung liefert 
zunächst nur eine heuristische Maxime für die aufzufindende In- 
duktion. Um diese in dem Engel mann sehen Sinne durchza- 



1 Loc. cit. 8. 82. 
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führen, maßten eine Reihe neuer Untersätze gebildet werden, in 
denen nachgewiesen wnrde, daß die bei der Verkürzung durch 
Erwärmung zu Tage tretenden Gesetzmäßigkeiten mit den bei der 
dnrch Reiz ausgelösten Muskelkontraktion zu beobachtenden über- 
einstimmen. 

Engelmann scheint diesen Fehler oder Mangel seines 
Schlusses auch bis zu einem gewissen Grade empfunden zu haben. 
Er weist in wenigen kurzen Sätzen auf eine solche Überein- 
stimmung in beiden Vorgängen hin. Sie dienen ihm gewissermaßen 
,ber nur als eine Bekräftigung seines Schlusses, sie werden nur 
tebenbei erwähnt, und eine experimentelle Prüfung dieser aus 
.er physiologischen Litteratur übernommenen Behauptungen wird 
icht vorgenommen, trotzdem ein Teil derselben durch TJnter- 
nchtmgen hervorragender Forscher als falsch erwiesen wor- 

en ist. 

1. Die Zeit, die zwischen dem Beginn der Erwärmung und 
em Beginn der Verkürzung liegt, die sogenannte Latenzzeit, nimmt 
>i der Verkürzung der Erwärmung mit der Größe der Belastung 
i bei der Muskelkontraktion durch Reiz bleibt die Latenzzeit 
>i wechselnder Belastung stets dieselbe. 1 (Diese Differenz ist 
>n fundamentaler Bedeutung, da sie im Zusammenhang mit andern 
e elastischen Eigenschaften des Muskels betreffenden Tatsachen 
s timmte Annahmen über die Natur der bei der Muskelkontraktion 
rksamen Kräfte notwendig macht.) 

2. Das Volumen des durch Erwärmen sich verkürzenden 
»rpers nimmt ab, das Volumen des sich kontrahierenden Muskels 
>i bt unverändert. 1 



i Tigeetedt, du Bois Archiv 1885 Suppl. Kaiser, Zeitschrift f. Biologie 
y Bd. XVHl 8. 366 f. 
"* I. B. Ewald, Pflüger's Archiv Bd. XL1. S. 216 ff. (1887). 
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3. Die Elastizität des sich durch Erwärmen verkürzenden 
Körpers nimmt ab. Für den Muskel ergibt sich folgendes Gesetz : 
Bezeichnet man die Form des ungedehnten ruhenden Muskels als 
die normale, so bewirkt jede Deformierung der normalen Form 
eine Zunahme der Elastizität, die mit dem Grade der Deformieran** 
wächst. Bedingt die Versetzung des Muskels in den tätigen Zu- 
stand eine Annäherung an die normale Form, so nimmt die 
Elastizität ab; bedingt sie eine Entfernung von der normalen 
Form, so nimmt die Elastizität zu. 1 

4. Die Arbeitsleistung, die durch Erwärmen des Muskels 
erzielt werden kann, ist sehr gering und verschwindend im Ver- 
gleich zu der, welche der durch Beiz sich verkürzende Muskel 
zu leisten vermag. 

Es kann die Kraftentwicklung des tätigen Muskels nicht auf 
die durch Erwärmung bedingte Quellung anisotroper Elemente 
zurückgeführt werden, denn „wenn alle Folgen eines Grundes 
stattfinden, so findet dieser selbst statt; findet hingegen nur 
eine nicht statt, so findet auch der Grund nicht statt". * 

Die Anschauung, daß bei der Muskelarbeit die chemischen 
Anziehungskräfte unmittelbar mechanisch zur Wirkung kommen 
wird, wie schon erwähnt, von Chauveau, Fick und in gewissem 
Sinne auch von Verworn vertreten. Fick 8 hat ein anschauliches 
Bild davon entworfen, welche Einrichtungen etwa im Muskel ge- 
troffen sein könnten, um den direkten Übergang von chemischer 
Affinität in mechanische Arbeit zu ermöglichen. Fick verwahrt 
sich aber dagegen, daß er mit diesem Bilde eine genügende Er- 



1 Kaiser, Zeitschr. f. Biologie N. F. Bd. XX 8. 1 u. ff. 

* E. F. Apelt, Theorie der Induktion, Leipzig 1854 S. 17. 

• A. Fick, Pflügers Archi? Bd. LIII S. 611 (1893). 
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ng der Muskelzusammenziehung und Wiederausdehnung habe 
i wollen. Er betont mit Recht, daß wir eine viel tiefere 
cht in die Natur der chemischen Anziehungskräfte besitzen 
sn, ehe wir daran denken könnten, auf diesem Wege das 
siproblem zu lösen. 
ferworn 1 ist von Untersuchungen über die Bewegungsvor- 

des nackten Protoplasmas ausgegangen. Die Ursache der 
•eitungs- oder Expansionserscheinungen nackter Protoplasma- 
n sieht Verworn in der Affinität, die gewisse Teile des 
plasmas zum Sauerstoff des Mediums und auch zu andern 
q besonders den Nahrungsstoffen, besitzen sollen. Diese 
jät setzt an gewissen Stellen der Protozoen die Oberflächen- 
wg herab, wodurch Ausbreitungserscheinungen und Kriech- 
angen hervorgerufen werden. Die Eontraktionserscheinungen 
n andrerseits darauf, daß die mit Sauerstoff gesättigten 
lasmateilchen von selbst oder infolge eines Reizes zerfallen, 
e zerfallenen Teilchen chemo tropisch nach gewissen, unter 
kung des Zellkerns gebildeten Stoffen sind, die im Proto- 

jso verteilt sind, daß sie von der Peripherie her nach der 
ang des Kernes hin an Menge zunehmen. 

Gegensatz zu Fick glaubt Verworn, in seinen phanta- 
•n Vorstellungen eine wirkliche Erklärung der Bewegungs- 
aungen der lebendigen Substanz gegeben zu haben. — 
Ite es für sehr wohl möglich, daß manche Einzelheiten 

den vorliegenden Blättern entwickelten Anschauungen nach 
^rfsh^rrmgen werden modifiziert und erweitert werden. Ich 
ich in dieser Beziehung keiner Illusion hin, denn eine 
xxnR darf billiger Weise von einer neuen Vorstellung, die 



y> er ^rorn, Bewegung der lebendigen Substanz, Jena 1892. 
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ein so weites Gebiet von Erscheinungen umfaßt, nicht gleich bei 
ihrem ersten Schritt in die Welt verlangt werden, aber soviel 
glanbe ich annehmen zu dürfen, daß das Prinzip für alle Be- 
wegungserscheinungen der kontraktilen Substanz, auch für* die 
große Zahl der speziellen Tatsachen zutreffend ist." 1 

Ich habe mich bemüht, das logische Gefüge der Induktionen 
zu erkennen, die Verworn zu diesen mit solcher Sicherheit aus- 
gesprochenen Schlüssen geführt haben. Meine Mühe ist leider 
erfolglos geblieben. Die V er wornschen Prinzipien sind gar nicht 
das Resultat von Induktionsschlüssen, sondern dogmatische Be- 
hauptungen, die sich weder beweisen noch widerlegen lassen, weil 
sie zu ernsthafter Prüfung keinerlei Handhabe bieten. Ein. Bei- 
spiel mag das zeigen: Verworn geht aus von einer Gruppe von 
Reizerscheinungen, die man als Chemotaxis oder Chemotropisnms* 
bezeichnet, weil durch einen chemischen Reiz frei bewegliche 
Zellen zu Bewegungen veranlaßt werden, die entweder der Reiz- 
quelle zugerichtet oder von ihr abgewandt sind. Ein solches 
Reizmittel ist z. B. auch der Sauerstoff. Bringt man eine große 
Menge von Paramaezien in ein mit sauerstoffarmem Wasser ge- 
fülltes Reagensglas, das man umgekehrt über Quecksilber auf- 
stellt, so werden die Flimmerbewegungen der Paramaezien infolge 
des Mangels an Sauerstoff immer langsamer. Wenn man jetzt 
eine Blase reinen Sauerstoffs von unten her in das Reagensglas 
eintreten läßt, so sieht man diese schon nach wenigen Sekunden 
von einer dicken weißen Hülle von Paramaezien umgeben, „die 
von Sauerstoffdurst getrieben, wild auf die Sauerstoffblase los- 



1 M. Verworn. Loco cit S. 108. 

1 Stahl,] Bacon. Zeit. 1884. W. Pfeffer. Unters, aus dem botan. Institut 
zu Tübingen Bd. II 1886.1 



— 723 — 



aen. tfl Verworn behauptet nun, daß die Bewegung der 
maezien gegen die Sauerstoffblase darauf beruhe, daß der 
•stoff zu gewissen Substanzen an der Oberfläche der Para- 
en eine starke chemische Verwandtschaft besitze. „Die 
hung eines Moleküls durch ein andres chemisch verwandtes 
II ist der Elementar- Vorgang des Chemotropismus." 2 Wo 
r Welt finden sich die Tatsachen, die einem wissenschaft- 
Forscher gestatten, die chemische Energie in dieser Weise 
ische Arbeit leisten zu lassen? Verworn holt sich die 
igung dazu aus dem Umstände, daß die Pseudopodien- 

d. h. Ausstülpungen des Protoplasmas, bei Amoeben und 
Protozoen sich erklären lassen, wenn man annimmt, daß 
nische Affinität solche Bewegungserscheinungen veran- 
ann I Die Erklärung einer Hypothese aus einer andern, 

jeder tatsächlichen Unterlage entbehren, ist keine wissen- 
e Methode I 

gegen ein anderes in den Auseinandersetzungen von Ver- 
vortretendes Dogma von allgemeinerer Bedeutung möchte 
oit einigen Worten wenden, weil wir ähnlichen Vorstel- 
lt grar selten in der Biologie begegnen. Verworn stellt 
satz auf, daß alle Bewegungserscheinungen, die an den 
22 Substanzen und Organen hervortreten, auf denselben 

beruhen, daß Änderung der Oberflächenspannung be- 
. wechselnden Chemotropismus überall die Ursache der 
ier lebendigen Substanz bilde, daß im quergestreiften 

1222 nackten Protoplasma der Protozoen die Umwand- 
eher potentieller Energie in mechanische Bewegung 
»xl Wege erfolgen müsse. 

Psych o-physical. Bolistensstudien. Jena 1889. 
Bewegung der lebend. Substanz. Jena 1892, S. 44. 
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Es ist ohne weiteres zugegeben, daß alle Kontraktions- und 
Bewegungserscheinungen in letzter Instanz auf chemische Um- 
setzungen als Energiequelle zurückzuführen sind, keineswegs ist 
aber die Annahme gerechtfertigt, daß der Weg, auf welchem die 
chemische Affinität sich in mechanische Arbeit umsetzt, für alle 
Bewegungserscheinungen der lebendigen Substanz der gleiche sei. 
Es kann deshalb für eine Theorie der Muskelkräfte nicht, wie 
Verworn es will, als eine conditio sine qua non betrachtet 
werden, daß die für den Muskel angenommene Energieumwandlnm? 
für alle Arten der Bewegungserscheinungen der lebendigen Sub- 
stanz Geltung behalten müsse. Wenn die Bewegungserscheinungen 
des nackten Protoplasmas sich als Folgen der Änderung der Ober- 
flächenspannung , die aus den Wirkungen chemischer Affinität re- 
sultieren, darstellen lassen, so läßt sich daraus nicht ohne weiteres 
die Notwendigkeit herleiten, daß auch die Eontraktion des quer- 
gestreiften Muskels ein Phänomen gleicher Art sei. Ob sich die 
chemische Affinität direkt in mechanische Bewegung umsetzt, oder 
eine Transformierung in Wärme, Elektrizität oder eine andere 
Energieform vorhergeht, kann nur aus den Gesetzmäßigkeiten ge- 
schlossen werden, die wir für die einzelnen Bewegungserschei- 
nungen zu erkennen vermögen. 

Das Protoplasma, das bei den Protozoen mit einem Minimum 
von Differenzierung alle Funktionen des Lebens erfüllt, repräsentiert 
der allgemeinen Anschauung nach auch bei den höheren Organismen 
die lebendige Substanz, deren Eigenschaften und Kräfte die 
Phänomene des Lebens bedingen. Aber diese lebendige Substanz 
hat sich im Laufe der Entwicklung die verschiedenartigsten 
und kompliziertesten Hülfsmittel geschaffen, mit denen sie die 
immer mannigfaltiger gewordenen Leistungen des Tierkörpers er- 
füllt. Diese Hülfsmittel sind maschinelle Einrichtungen, die vor- 
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zugsweise dort angewendet werden, wo es für den beabsichtigten 
Zweck wünschenswert oder notwendig wird, eine Energieform in 
eine andre überzuführen. 

Für die relativ einfachen und angeordneten Bewegungen des 
nackten Protoplasmas mag vielleicht die direkt ans chemischen 
Umsetzungen hervorgehende Änderung der Oberflächenspannung 
genügen: für die geordneten, mit großer Kraft in bestimmter 
Richtung erfolgende Kontraktion des Muskels bedarf es mög- 
licherweise einer Umwandlung der chemischen Energie des Proto- 
plasmas in andere Energieformen. Entscheiden können da nur 
Tatsachen, nicht allgemeine Vorstellungen. 

Im Jahre 1891 erschien der erste Teil einer Theorie der 
Muskelkontraktion von G. Elias Müller. 1 Die umfangreiche 
Arbeit, es handelt sich um einen Band von mehr als 300 Seiten, 
ist von den Physiologen bisher wenig beachtet worden. Müller 
nimmt an, daß die im Muskel durch den Stoffwechsel angehäuften 
chemischen Spannkräfte durch den den Muskel zur Tätigkeit erregen- 
den Beiz in Wärme umgewandelt werden. Ein Teil der so ent- 
standenen Wärme bewirkt dadurch die Kontraktion des Muskels, 
daß sie eine elektrische Ladung seiner doppelbrechenden Teile, 
der Disdiaklasten, hervorruft. Müller läßt also bei der Um- 
wandlung der chemischen Energie in mechanische Arbeit Wärme 
und Elektrizität als Vermittler auftreten. Um die Müller sehen 
Ausführungen zu verstehen, müssen wir uns kurz ein Bild von 
der mikroskopischen Struktur des quergestreiften Muskels ent- 
werfen. Der die Muskelfaser umhüllende bindegewebige Schlauch, 
das sogenannte Sarkolemma, enthält ein aus Längs- und Quer- 
fasern bestehendes Gerüst. An den Knotenpunkten dieses Gerüstes, 



Q. Elias Müller, Theorie der Muskelkontraktion I. Teil. Leipzig 1891. 
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also da wo die Längs- und die Querfasern sich kreuzen, befinden sich 
die doppelbrechenden Teilchen des Muskels, die Disdiaklasten, die 
mit ihren Axen annähernd in der Richtung der Längsfasern 
orientiert sind. Die in gleicher Höhe des Muskelfaches liegenden 
Querkolonnen von Disdiaklasten, die die anisotropen Scheiben des 
Muskels bilden, stehen durch Querbälkchen miteinander in Ver- 
bindung und bilden mit diesen zusammen ein Querbälkchensystem, 
das in seinen Bandteilen mit dem Sarkolemma in Verbindung 
steht. In der Längsrichtung der Faser sind die Disdiaklasten 
durch Längsbälkchen mit einander verknüpft. In Verbindung 
mit diesen bilden sie die sogenannten Fibrillen, deren jede ans 
abwechselnden Längsbälkchen und Disdiaklasten bestehend, das 
Innere der Muskelfaser in der Längsrichtung durchzieht, indem 
sie an den beiden Faserenden eine feste Anknüpfung besitzt. 
Alle von dem Fasergerüst übrig gelassenen Bäume des Sarkolemma- 
schlauchs werden von dem Muskelsaft ausgefüllt, der zum Teil 
das Substrat des wärmebildenden Erregungsprozesses bildet, zum 
Teil trophische Bedeutung besitzt, also der Ernährung der Muskel- 
faser und der Ansammlung von Reservestoffen in ihr dient. 

Die elektrische Ladung der Disdiaklasten kommt nun auf 
folgende Weise zu Stande: Physikalische Untersuchungen, be- 
sonders die Versuche Hank eis, haben ergeben, daß alle Krystalle 
die einem Systeme mit ungleichartigen krystallographischen Axen 
angehören und die Elektrizität hinlänglich zu isolieren vermögen 
Pyroelektrizität besitzen, d. h, durch Veränderung ihrer Temperatur 
elektrisch geladen werden. Da die Disdiaklasten nicht in das 
reguläre System eingeordnet werden können, so müssen wir ihnen 
pyroelektrische Eigenschaften zuschreiben, wenn wir annehmen 
daß ihre elektrische Leitfähigkeit gering genug ist, um bei einer 
sehr schnellen Änderung der Temperatur eine wirksame elektrische 
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Eidimg zuzulassen. Wir nehmen weiter an, daß die Disdiaklasten 
ie die Krystalle des Turmalins, des Zuckers, der Weinsäure 
d andere polarpyroelektrisch sind, d. h., daß sie bei jeder 
mperaturänderung an ihren beiden Polen entgegengesetzt 
ktrisch geladen werden, nämlich an dem einen, dem analogen, 
le bei der Erwärmung positiv und bei der Abkühlung negativ, 
dem andern, dem antilogen Pole, aber umgekehrt. Die elek- 
jche Leitungsfälligkeit der Disdiaklasten soll so beschaffen sein, 
sie zwar gering genug ist, um bei einer sich sehr schnell 
ziehenden Temperaturänderung die elektrische Ladung nicht 
lindern, aber doch einen bestimmten Wert besitzt und jeden- 
i größer ist, als die Leitfähigkeit der Umgebung der Disdia- 
fcen. Die elektrische Ladung, die die Disdiaklasten bei einer 
rervng ihrer Temperatur erfahren, wird also diese Temperatur- 
hme nicht lange überdauern, und zwar werden, sich die an 
Polen der Disdiaklasten angesammelten entgegengesetzten 
;rizitäten im wesentlichen nicht durch die Umgebung der 
aklasten, sondern durch deren Substanz selbst hindurch 

siehe». 

ie Disdiaklasten sind hinsichtlich der Stellung ihrer Axen 

ar Faser so orientiert, daß sie ihre gleichnamigen elektrischen 
sämtlich nach demselben Ende der Faser hinwenden, und 
zwei benachbarte Querkolonnen sich gegenseitig ungleich- 
. Pole zuwenden. Wird also durch einen Reiz eine plötz- 
"Vt^armebildung im Muskel hervorgerufen, so werden, so 
j j e Temperatursteigerung dauert, die Disdiaklasten an ihren 
n polen mit positiver, an ihren antilogen Polen mit negativer 
51 tat geladen, und die auf solchem Wege entstandenen 
oben Kräfte werden offenbar in dreifacher Hinsicht die 
der Disdiaklasten zu verändern streben. Erstens 

ng-en der Friesischen Schale. I. Bd. 49 
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ziehen sich benachbarte Qaerkolonnen in der Längsrichtung der 
Faser (in der sogenannten axialen Richtung) gegenseitig an, da 
die Pole, welche sie sich gegenseitig zukehren, bei jeder Temperatar- 
änderung mit entgegengesetzten Elektrizitäten geladen werden. 
Zweitens stoßen sich die Disdiaklasten jeder Querkolonne in 
queren Richtungen der Muskelfaser gegenseitig ab. Drittens end- 
lich muß sowohl infolge jener Anziehungen als infolge dieser Ab- 
stoßungen eine Tendenz entstehen, die Desorientierungswinkel der 
Disdiaklasten zu verringern. Von diesen drei aus der elektrischen 
Ladung der Disdiaklasten entspringenden Kräftewirkungen müssen 
die beiden erstgenannten notwendig zu einer Verkürzung der Faser 
in axialer Richtung und Verdickung in radialen Richtungen führen. 

Müller hat auf Grund dieser Annahmen mit großem Scharf- 
sinn alle mikroskopisch wahrnehmbaren Veränderungen, die der 
Muskel während seiner Tätigkeit erleidet, die rein histologischen 
sowohl, als auch besonders die optischen, die Lichtbrechung des 
Muskels betreffenden, vollständig zu erklären versucht. So bedeu- 
tungsvoll und interessant diese Verhältnisse für eine Theorie der 
Muskelkraft auch sind, so erscheint es mir bei der unerhörten Kom- 
pliziertheit und Schwierigkeit der Erscheinungen selbst und der 
dafür in Betracht kommenden biophysikalischen Fragen ausge- 
schlossen, an dieser Stelle näher darauf einzugehen. Es bedarf der 
ganzen ungeteilten Aufmerksamkeit des mit diesen Problemen ver- 
trauten Fachmannes, um mit vollem Verständnis folgen zu können. 

Eine die elastischen Eigenschaften des Muskels betreffende 
Betrachtung Müllers ist es, an die ich anknüpfen möchte, weil 
gerade die Untersuchung und Darstellung der mechanischen Eigen- 
schaften des Muskels es gewesen sind, die zu einer Art Dogma 
verdichtet, der Lösung des Muskelproblems die größten Hinder- 
nisse bereitet haben und noch bereiten. 



— 729 — 

In § 2 seines Werkes sagt Elias Müller: „Wenn sieb 
ein Muskel von seiner natürlichen Ruhelänge aus verkürzt, so 
haben die kontrahierenden Kräfte, die von den Disdiaklasten aus- 
gehen, bei der Eontraktion fortwährend gewisse, von den festen 
Bestandteilen des Muskels selbst ausgehende Gegenkräfte zu über- 
winden, die um so beträchtlicher sind, je weiter die Eontraktion 
bereits fortgeschritten ist. Die Hauptträger dieser innern Wider- 
stände sind die Quer- und Längsbälkchen, die infolge ihrer 
Elastizität jeder Stellungsänderung der Disdiaklasten entgegen- 
wirken, und zwar in um so höherem Grade, je mehr verkürzt der 
Muskel bereits ist. Außer der Elastizität der Quer- und Längs- 
bälkchen kommen hier aber auch noch mancherlei andere Faktoren 
in Betracht, vor allem die Elastizität des Sarkolemmas, des 
Perimysiums etc. Alle diese von den eignen Bestandteilen des 
Muskels ausgehenden Gegenkräfte, welche die kontrahierenden 
Kräfte der Disdiaklasten bei der Kontraktion zu überwinden 
haben, fassen wir kurz unter der Bezeichnung des innern Kon- 
traktionswiderstandes zusammen. a 

„Wenn die vorhandene Länge des Muskels infolge einge- 
tretener Belastung seine natürliche Ruhelänge übertrifft, so kommt 
an Stelle des innern Kontraktionswiderstandes vielmehr der innere 
Dehnungswiderstand in Betracht, d. h. die Summe der von den 
eignen Bestandteilen des Muskels ausgehenden, auf der Elastizität 
des Fasergerüstes u. s. w. beruhenden Kräfte, mit denen der 
Muskel der Dehnung durch die Last entgegenwirkt. Nehmen wir 
an, es werde ein belasteter Muskel, der sich mit seiner Last in 
Gleichgewicht gesetzt hat, in dem also der innere Dehnungswider- 
stand gleich der Zugkraft der Last geworden ist, durch einen 
Reiz erregt, so werden sich die auftretenden kontrahierenden 
Kräfte der Disdiaklasten zunächst gewissermaßen wie eine Ver- 

49* 
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Stärkung des innern Dehnungswiderstandes geltend machen und 
gemeinsam mit demselben im Sinne einer Verkürzung des Muskels 
wirken. Während der so zu Stande kommenden Kontraktion 
nimmt aber der innere Dehnungswiderstand fortwährend ab, bis 
er zuletzt, wenn der sich verkürzende Muskel seine natürliche 
Ruhelänge erreicht, gleich Null wird und bei noch weiter fort* 
schreitender Verkürzung dem im entgegengesetzten Sinne wir- 
kenden innern Kontraktionswiderstande Platz macht. Fassen wir 
diesen Kontraktionswiderstand und jenen Dehnungswiderstand 
unter der gemeinsamen Bezeichnung des inneren Deformations- 
widerstandes zusammen, so können wir ganz allgemein behaupten, 
daß der innere Deformationswiderstand im Sinne einer Ver- 
ringerung oder einer Vergrößerung der vorhandenen Muskellänge 
wirksam sei, je nachdem die letztere größer oder kleiner als die 
natürliche Ruhelänge ist, und daß die Änderung, welche der innere 
Deformationswiderstand bei einer, von einem beliebigen Längen- 
werte des Muskels ausgehenden Verkürzung des Muskels erfahre, 
stets einer Abnahme der kontrahierenden Kräfte der Disdiaklasten 
äquivalent sei, hingegen diejenige Änderung, welche der innere 
Deformationswiderstand bei einer Zunahme der Muskellänge erfahre, 
stets einer Steigerung der kontrahierenden Kräfte der Disdiaklasten 
gleichwertig sei.* 

Einem Unbefangenen werden diese Auseinandersetzungen, die 
Müller nur aus seiner Hypothese deduziert, nicht aber durch 
Tatsachen zu begründen vermag, fast selbstverständlich erscheinen, 
die Anschauungen aber, die in der Physiologie über die Elastizität 
des Muskels und ihre Bedeutung für die Kontraktion verbreitet 
sind, stehen damit im direkten Gegensatze. In dem berühmten 
Artikel „ Muskelbewegung u in dem von Rudolf "Wagner heraus- 
gegebenen Handwörterbuche der Physiologie , sagt Eduard 
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eber 1 : „Wenn ein Muskel in Tätigkeit versetzt wird, so 
dert sich dessen natürliche Form, so daß, wenn er sehr kräftig 

seine natürliche Länge mindestens um 8B % kleiner, die beiden 
lern Dimensionen proportional größer werden. Diese neue, ihm 
zt zukommende natürliche Form strebt der Muskel, wenn er 

schon angenommen hat, vermöge seiner elastischen Kräfte zu 
alten und wirkt dadurch Gewichten oder andern Kräften, die 

auszudehnen streben, entgegen. Hat er die ihm zukommende 
iirliche Form noch nicht angenommen, oder ist er aus derselben 
erat worden, so strebt er vermöge seiner Elastizität in die- 
e zu gelangen und nähert sich derselben, bis die entgegen- 
Lende Last seinen elastischen Kräften das Gleichgewicht halt, 
so wie der untätige Muskel, wenn er aus seiner natürlichen •* 

n entfernt worden ist, zu derselben zurückzukehren strebt. 
rößer daher die Elastizität des tätigen Muskels ist, mit desto 
irer Kraft strebt er, seine natürliche Form herzustellen und 

größere Gewichte kann er dadurch heben. Die Größe des 
cht es, das ein Muskel heben kann, hängt demnach bei gege- 

Verkürzung seiner natürlichen Form von der Größe seiner 
[zität ab, und kann daher, je nachdem diese verschieden groß^ 
ich bei gleicher Verkürzung seiner natürlichen Form ver- 
en groß ausfallen." 

jx Grund für diese Annahme sah Eduard Weber vor allem 
»m Versuche, den Theodor Schwann, der berühmte Be- 
i" der Lehre von dem Aufbau des tierischen Organismus aus 

ixi dem Laboratorium vonJohannesMüller ausgeführt 
fciwann untersuchte, nach welchem Gesetz die Kraft eines 

^ Weber: Muskelbewegung; Handwörterbuch der Physiologie von 

-J Braunschweig 1846 Bd III S. 110. 

& Müller, Handbuch d. Physiologie, Coblenz 1840. Bd. H 8. 68. 
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Maskeis mit der Kontraktion ab- oder zunähme. Schwann be- 
stimmte das Gewicht, das ein Muskel gerade noch zu heben ver- 
mochte, wenn er sich von seiner natürlichen Ruhelänge aus zu- 
sammenzog, dann richtete er den Versuch so ein, daß der Muskel 
sich Strecken von wachsender Länge unbelastet zusammenzog, und 
dann erst das Gewicht ergriff. Es ergab sich, daß die Kraft des 
Muskels in demselben Verhältnis zunahm, in welchem der Muskel 
weniger sich kontrahierte, oder daß sie in geradem Verhältnisse 
mit der Kontraktion des Muskels abnahm." Johannes Müller 
und Schwann fanden, daß dies Gesetz dasselbe sei, das bei den 
elastischen Körpern gelte, und schließen: „Durch dieses Gesetz 
wird zunächst jede Erklärung der Muskelkraft als eine Anziehung 
der Teilchen desselben durch eine der uns bekannten anziehenden 
Kräfte widerlegt, welche so wirken, daß die anziehende Kraft 
wächst, je mehr sich die anziehenden Teilchen nähern, und zwar 
nach dem Quadrate der Entfernung. Denn ist die Anziehungskraft 
der Teilchen so groß, daß sie sich schon nähern können, wenn sie 
weit von einander entfernt sind, so wird die Anziehungskraft noch 
vermehrt, wenn sich die Teilchen schon etwas genähert haben 
d. h. wenn sich der Muskel schon etwas verkürzt hat. Der Mus- 
kel müßte daher bei seiner normalen Länge die geringste Kraft 
äussern, diese müßte wachsen mit seiner Verkürzung und im 
stärksten Grade der Verkürzung am größten sein. Die Versuche 
von Schwann beweisen aber, daß es sich gerade umgekehrt ver- 
hält, indem die Kraft des Muskels bei seiner normalen Länge am 
größten, bei dem stärksten Grade der Verkürzung = ist." 

Dieser Schluß aus dem Schwann sehen Versuch auf die Natur 
der Muskelkraft ist indeß keineswegs gerechtfertigt. Die Über- 
legung, daß der „innere Deformationswiderstand" des Muskels 
also der von seinen eignen elastischen Bestandteilen gegen die 
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•rkürzung geleistete Widerstand, mit der Kontraktion zunehmen 
l6 würde hinreichen, die ans dem S chw an n sehen Versuch für 
Annahme anziehender Teilchen erwachsende Schwierigkeit zu 
eitigen. Nimmt man noch dazu an, daß die Anziehung anf 
rtxischer Ladung kleinster Teilchen des Muskels beruht und 
e Ladung während der Verkürzung durch Leitung verringert wird, 
bleibt von der Beweiskraft dieser von Schwann, Johannes 
Her nnd Weber als entscheidend angesehenen Versuche 
t viel übrig. Trotzdem ist, wohl durch den Einfluß der drei 
nnten ausgezeichneten Forscher, die Vorstellung von der 
ischen Natur der Muskelkraft in den Physiologen haften ge- 
en. A. Fick, der doch, wie wir gesehen haben, für die direkte 
andlung der chemischen Energie des Muskels in mechanische 
[t eingetreten ist, hat eine besondere, von der gewöhnlichen 
ichende Definition für Elastizität gegeben, nur um die Arbeits- 
ag des Muskels als auf elastischen Kräften beruhend dar- 
i zu können. Fick 1 definiert: „Elastizität nennen wir die- 
Eigenschaft eines Körpers, vermöge deren seine molekularen 
» oder Bewegungen zusammenhängende Massen als solche 
regung bringen können, nnd zwar unter Vermittlung einer 
tsverändernng des Körpers derart, daß jene zusammenhängen- 
issen in die bei der Gestaltsverändernng erfolgende Bewe- 
gend welcher Oberflächenteilchen des Körpers mit hinein- 
werden." Diese Definition hatte, wie gesagt, den beson- 
Iweck die verkürzenden Kräfte des Muskels als elastische 
»n zu können, ein Unternehmen, das auch insofern leicht 
jrständnissen und Widersprüchen führen konnte, als Fick, 
selbst hervorhebt, durch diese Bezeichnung der Muskel- 
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Fiele Unters, über Muskelbarbeit. Basel 1867. 
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kräfte als elastischer gar nichts über die Natur der Kräfte aus- 
sagen, sondern nur zeigen wollte, daß die Arbeitsleistung des 
Muskels wie durch elastische Kräfte bedingt erfolge. Nach dieser 
Definition Ficks würden wir alle Kräfte, sofern sie nur an 
elastischen Körpern Arbeit leisten, als elastische zu bezeichen haben, 
was zur Klärung so schwieriger mechanischer Verhältnisse, wie 
sie der Muskel bietet, gewiß nicht beitragen würde. 

Wir finden in der ganzen viele Bände füllenden Litera- 
tur über die Mechanik des Muskels keinen Versuch, dies von Elias 
Müller als möglich hingestellte Verhältnis zwischen den aus 
dem „innern Def ormations wider stand u erwachsenden elastischen 
Kräften zu den aus potentieller chemischer Energie stammenden 
Verkürzungskräften des Muskels experimentell zu prüfen, trotz- 
dem gerade durch die Trennung dieser beiden die Arbeitsleistung 
des Muskels bedingenden Kräfte neue Gesichtspunkte für die 
Lösung des Muskelproblems gewonnen werden können. 

Elias Müller hat den zweiten Teil seiner Arbeit, der sich 
mit der Muskelzuckung, der tetanischen Kontraktion, mit den 
spezielleren Gesetzen der Arbeitsleistung des Muskels und mit den 
Beziehungen zwischen Wärmebildung und mechanischer Arbeits- 
leistung des Muskels beschäftigen sollte, bis jetzt nicht erscheinen 
lassen. Von den sich besonders mit den Kontraktionserscheinungen 
beschäftigenden Physiologen haben nur Engelmann und Ver- 
worn der Müller sehen Arbeit eine kurze Bemerkung gewidmet. 
Verworn 1 sieht eine Schwierigkeit in dem schnellen Verschwin- 
den der Elektrizität bei der Erschlaffung des Muskels, behält sich 
aber eine eingehende Kritik nach dem Erscheinen des zweiten 
Teiles vor. Engelmann 2 hält die Müller sehe Theorie für 

1 Verworn, Bewegung d. lebend. Substanz. S. 16. 
* Engelmann. Ursprung der Muskelkraft. S. 43. 
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llkommen widerlegt, weil seine eignen Versuche an Violinsaiten 
d toten Muskeln zeigten, daß die durch starke Erwärmung be- 
rkte Verkürzung konstant bleibt, wenn auch die erzeugte hohe 
mperatur konstant erhalten wird, während die Müller sehe 
eorie verlangt, daß bei Konstanterhaltung der Temperatur der 
jdiaklasten eine Wiederverlängerung des Muskels eintritt. 
gel mann übersieht, daß seine Versuche nur dann eine bün- 
e Widerlegung der Müll er sehen Annahmen liefern würden, 
in er den Nachweis erbracht hätte, daß die Verkürzung des 
ikels durch von außen zugeführte Wärme identisch sei mit der 
iirlichen Muskelkontraktion, was aber, wie schon früher her- 
«rehoben, keineswegs der Fall ist. 

Ich selbst habe durch Versuche gezeigt 1 , daß die elastische 
ft die entsteht, wenn ein Muskel durch ein Gewicht gedehnt 
1 verschwindet, wenn der Muskel, durch einen Beiz in Tätig- 

versetzt, sich bis zu seiner ungedehnten Ruhelänge oder dar- 
• hinaus verkürzt. Der Nachweis dieser einfachen Tatsache 
ist uns zu ganz bestimmten Annahmen über die Natur der 
kelkräfte. Das Verschwinden der durch Dehnung erzeugten 
ischen Kraft bei der Kontraktion des Muskels ist durch keine 

e Voraussetzung zu erklären als durch die Annahme, daß die 

h Reizung des Muskels erzeugte Verkürzung auf der Wirkung 

h. der jf r äfte beruht, die an festen, nicht merklich dehn- 

Teilchen des Muskels angreifen, die durch elastische Teil- 

m ifc einander verbunden sind. 

ri'eses mechanische Prinzip können wir der Konstruktion einer 
k * e zu Grunde legen und die Wirkungsweise einer solchen 
rein theoretischen Betrachtungen unterziehen. Man würde 



jg>*iser, Zeitschr. f. Biologie N. F. Bd. XVIII. S. 358, 
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dadurch zu einer Reihe mathematisch formulierbarer Bestimmun- 
gen gelangen, die mit den bekannten Tatsachen des biologischen 
Erscheinnngsgebietes zu vergleichen wären. Ich habe es vorge- 
zogen, diesen Vergleich experimentell durchzuführen; d. h. ich habe 
unter Berücksichtigung der genannten, für den Muskel gefundenen 
einfachen Prinzipien eine Maschine konstruiert, deren Arbeitsleistang 
zunächst insofern mit der des quergestreiften Muskels übereinstimmt, 
daß eine Last in der Richtung der Hauptachse der Maschine ver- 
schoben wird 1 . Die Maschine besteht aus drei kleinen Elektro- 
magneten, deren Drahtwindungen mit einander leitend verbunden 
sind. Mit Hufe von Spiralfedern, die an den WindungsroUen der 
Elektromagnete befestigt sind, hängen diese senkrecht unter ein- 
ander. Die 26 mm langen, 6 mm dicken Eisenkerne der Elektro- 
magnete sind in den Rollen verschiebbar und durch Schrauben 
festzustellen, um den Abstand der anziehenden Flächen passend 
einstellen zu können. Der oberste Magnet wird nach Art eines 
Muskels aufgehängt, der unterste greift an einen zweiarmigen 
Hebel an. An dem gleichen Arm des Hebels greift eine Spiral- 
feder an, die nur durch Bewegung des Hebels gespannt wird. Den 
elektrischen Strom lieferten bei den Versuchen zwei resp. drei 
Leclanchä-Elemente. Die Zuführung des Stromes geschah auf fol- 
gende Weise. Der eine Pol der Elemente war mit der Achse der 
Registriertrommel verbunden, der andere stand mit einer 30 mm 
breiten, auf einem Brett von hartem Holz montierten Kupfer- 
platte in Verbindung, deren leitende Fläche für kurz dauernde 
Magnetisierungen (Einzelreize !) durch Lacküberzug auf 2 mm ein- 
geschränkt wurde. Für rasch auf einander folgende „mehrfache u 
Magnetisierungen (tetanische Reizung) waren auf die Kupferplatte 



1 Kaiser, Zeitschr. f. Biologie Bd. XL. (1900) S. 217. 
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im dicke Kupferdrähte in Abständen von 2 mm aufgelötet. 
zwei kurze Magnetisierungen (Doppelreize) in verschiedenem 
liehen Abstand auf einander folgen zu lassen, wurde die Kupfer- 
te durch einen Y-förmigen Kupferdraht ersetzt. Die leitende 
bindung beider Elektroden wurde durch eine am unteren Rande 
Registriertrommel befestigte Drahtbürste hergestellt, die bei 
Umdrehung der Trommel über die Kupferdrähte oder Platte 
dfte. Um die Dauer der Magnetisierung bei „Einzelreizen" 
kurz machen zu können, wurde im Stromkreis noch ein Kon- 
eingeschlossen, der durch die Bewegung des Hebels selbst 
brochen werden konnte. Der Strom wurde nämlich .durch 
trahtetückchen geleitet, das am Hebel befestigt war und in 
n seiner Höhe verstellbares Quecksilbergefäßchen tauchte, 
iner bestimmten Elevation des Hebels wurde der Kontakt 
^rochen. Die Eisenkerne der Elektromagnete wurden immer 
gestellt, daß sie sich während des Magnetisierens niemals 
r Berührung näherten. 

ie Arbeit wird bei dieser Maschine durch anziehende Kräfte 
et die an festen, relativ undehnbaren Teilen (den Eisen- 
der Elektromagnete) angreifen, die durch dehnbare Teile 
j Wuidungsrollen mit einander verbindenden Spiralfedern) 
ander verbunden sind. Das Prinzip dieser Maschine ent- 
also dem, das wir für den Muskel als notwendig erkannt 



dieser Maschine wurden nun alle jene Versuche angestellt, 

zur Charakterisierung der eigentümlichen Arbeitsleistung 

kels mit diesem anzustellen pflegt. Es wurden untersucht: 

)ie Abhängigkeit der Arbeitsleistung und der Hubhöhe von 

irrang. 

Versuche ergaben, daß die Arbeitsleistung innerhalb ge- 
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wisser Grenzen mit der Belastung wächst und bei weiter zunehmen- 
der Belastung wieder abnimmt. Aber nicht nar die Arbeitsleistung 
sondern auch die Hubhöhe nimmt innerhalb bestimmter Grenzen 
mit der Belastung zu. Die Hubhöhe erreicht etwas früher als 
die Arbeitsleistung ihr Maximum, um dann bei weiter zunehmender 
Belastung wieder abzunehmen. Wird der Versuch nach dem „Über- 
las tungs verfahren" ausgeführt, die elastischen Teile der Maschine 
durch die angehängte Last also nicht gedehnt, so nehmen zwar 
die Hubhöhen mit steigender „Überlastung" ab, die Arbeitsleistungen 
zeigen aber wie beim Belastungsverfahren erst eine Zunahme, dann 
eine Abnahme. 

Die Abhängigkeit der Arbeitsleistung und Hub- 
höhe, wie sie die Maschine erkennen läßt, ist anlog 
derjenigen, die für den quergestreiften Muskel be- 
kannt ist und als eine spezifische Eigentümlichkeit 
der lebendigen Muskelsubstanz angesehen wird. 

2. Das Verhältnis der isotonischen zur isometrischen Zuckung. 
A. Fick hat solche Muskelzuckungen, bei denen die Spannung 
während der Verkürzung konstant erhalten wird, als isotonisch 
bezeichnet, während er diejenigen, bei denen keine Veränderung 
der Länge, sondern nur eine Änderung der Spannung auftritt 
isometrische nannte. Läßt man die Maschine unter den ent- 
sprechenden Bedingungen arbeiten, so lassen die Kurven erkennen 
daß das Maximum der Spannung bei der isometrischen Kurve zeit- 
lich früher erreicht wird als das Maximum der Verkürzung bei 
der isotonischen Kurve. Die Maschine verhält sich auch in Be- 
zug auf den Ablauf der Verkürzung und Spannungsänderung wie 
der Muskel. 

3. Die Verkürzung bei rasch auf einander folgenden Magne- 
tisierungen (tetanische Beizung). 
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In meinen „Untersuchungen über den Ursprung der Muskel- 
V 1 habe ich gezeigt, daß die Länge, bis zu welcher sich der 
cel im Tetanus verkürzt, bei einer bestimmten Last immer 
Ibe ist, gleichviel ob die Last als Belastung oder als „Über- 
ng u wirkt, oder ob der Muskel sich erst um ein beliebiges 
c verkürzt und dann erst die Last ergreift. Sucht man beim 
ei dasjenige Gewicht auf, das er als Überlastung gerade nicht 

zu heben vermag, dehnt dann den Muskel durch das ganze 
;ht, läßt dieses also als Belastung wirken, so hebt der Muskel 

Gewicht im Tetanus gerade bis zur Abszisse des ruhenden 
isteten Muskels. 

amit analoge Versuche an der Maschine gelingen, muß 
stens für stärkere Belastungen und für den zuletzt ange- 
n Versuch) eine Bedingung erfüllt sein, die den elastischen 
er Maschine betrifft: Die Elastizität des Muskels nimmt 
ugender Dehnung zu. Die Dehnungskurve des Muskels ist 
sine gerade Linie, sondern hat hyperbolische Form. Die 
>dern die an der Maschine den elastischen Anteil 
otieren, ändern innerhalb der Grenzen, in welchen sie bei 
rsuchen in Anspruch genommen werden, ihre Elastizität 
3rklich. Die Dehnungskurve bei den Spiralfedern ist dem- 
e gerade Linie. Damit nun der Maschinenversuch in ent- 
der Weise gelingt, muß man eine Einrichtung treffen, die 
daß die Dehnungskurve des elastischen Anteils der 
der hyperbolischen Dehnungskurve des Muskels an« 
entspricht. Das wird sehr leicht dadurch erreicht, daß 
it eine, sondern mehrere Spiralfedern benützt und diese 
ott daß bei steigender Belastung nicht alle Federn gleich- 
lder eine nach der andern, also erst nur eine, dann zwei, 



,r, Zeitachr. f. Biologie Bd. XVIII N. F. S. 409 ff. 
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dann drei etc. Federn bei steigender Belastung in Ansprach ge- 
nommen werden. 

Die Bedeutung dieser Einrichtung für die Wirksamkeit der 
verkürzenden Kraft leuchtet ohne weiteres ein: Bei gleich- 
bleibender Elastizität, also geradliniger Dehnungskurve, wächst der 
Abstand der anziehenden Teilchen mit steigender Belastung zu 
rasch; bei hyperbolischer Dehnungskurve sind bei Belastung durch 
das gleiche Gewicht die Bedingungen für die Arbeitsleistung der 
anziehenden Teile infolge ihres geringen Abstandes bei gleich 
großer elastischer Kraft der gespannten Federn, viel günstigere. 

Unter diesen Bedingungen gelingen die Versuche der Maschine 
ganz analog den entsprechenden Versuchen am Muskel. 

4. Wirkung von zwei kurzen in verschiedenem Abstand auf 
einander folgenden Magnetisierungen. 

Um auch das Verhalten „superponierter Zuckungen" an der 
Maschine zu prüfen, bediente ich mich der oben beschriebenen 
Y-förmigen Elektrode. Durch Verschieben derselben gegen die 
Bahn der an der rotierenden Trommel befestigten Drahtbürste 
konnte der zeitliche Abstand der magnetisierenden Stromstöße be- 
liebig varriiert werden. Die auf diese Weise mit der Maschine 
erhaltenen Zuckungskurven stimmen vollständig mit den super- 
ponierten Muskelzuckungen überein. Also auch die Addition von 
zwei kurz aufeinander folgenden Anziehungen geschieht in der 
gleichen Form wie beim Muskel. 

5. Der Schwann sehe Versuch. 

Daß der Schwannsche Versuch nicht die Möglichkeit nach 
dem verkehrten Quadrat der Entfernung wirkender Kräfte im 
Muskel widerlegt, ist schon früher hervorgehoben worden. Di e 
Einschaltung elastischer Teilchen zwischen die nach jenem Gesetz 
sich anziehenden Teilchen würde genügen, um die von Schwann 
gefundenen Erscheinungen hervorzurufen. Meine Maschine zeigt 
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von Seh wann beobachtete Gesetzmäßigkeit, wenn der Wider- 
nd der elastischen Teilchen in bestimmter Weise mit der Ver- 
zung wächst, was sehr einfach durch die Einschaltung mehrerer 
ralfedern in der oben angegebenen Weise gelingt. 

Die angeführten Beispiele erschöpfen aber keineswegs die 

>reinstimmungen, die sich beim Vergleich der Arbeitsleistang 

Maschine mit der des quergestreiften Muskels nachweisen 

en. Mir ist keine bei der Arbeitsleistung des Muskels zu be- 

shtende mechanische Erscheinnug bekannt geworden, die nicht 

i in überraschend gleicher Weise von der Maschine geleistet 

den kann. Eine so weit gehende Übereinstimmung in den Be- 

unffen und Erscheinungen der mechanischen Arbeitsleistung, 

sie zwischen dem quergestreiften Muskel und der Maschine 

aht darf wohl in dem Sinne auf eine Gleichheit des zu Grunde 

nden Wirkungsprinzips bezogen werden, als behauptet werden 

daß die Verkürzung des Muskels auf nach dem verkehrten 

trat der Entfernung wirkenden Kräften beruht, die an relativ 

hnbaren Teilchen des Muskels angreifen, die durch dehnbare 

hen mit einander verbunden sind. 

Was nun die spezielle Form der Müll e r sehen Theorie betrifft, 

*n*> die Annahme, daß die anziehenden Kräfte elektrische 

und die elektrische Ladung auf der schnellen Erwärmung 

vroelektrischer Krystalloide beruhe, so darf die Bedeutung 

2j-_p these nur nach dem Werte beurteilt werden, die sie 

Erklärung der Erscheinungen der Muskelkontraktion be- 

•\XTa»s Müller damit für das Verständnis der mikroskopisch 

>> r en Veränderungen des Muskels während seiner Tätigkeit 

. bat ist immerhin so bemerkenswert, daß es wohl ge- 

-fci«t erscheinen würde, einmal die Gesamtheit der Er- 

en von diesem speziellen Standpunkte aus zu betrachten. 
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Über einige neuere Missverständnisse jj 

r Friesschen Philosophie und ihres Ver- » 

hältnisses zur Kantischen. f 
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Täglich mehren sich die Zeichen, daß die Friessche Philosophie, 
die ein halbes Jahrhundert in Vergessenheit geschlummert hatte, 
endlich wieder die verdiente Beachtung findet. 

Zu diesen Zeichen gehört aach das Buch von Dr. Theodor 
Elsenhans, betitelt „Fries und Kant" 1 , dessen erster, histori- 
scher Teil soeben erschienen ist. Der Verfasser gibt in diesem 
Bande, den er als Vorbereitung zu einer systematischen Grund- 
legung der Erkenntnistheorie betrachtet wissen will, eine ausführ- 
liche Darstellung der theoretischen Philosophie von Fries, indem 
er sie dabei fortlaufend mit der Kants vergleicht« 

Wenn wir nun diesem Buche im Interesse der von uns ver- 
tretenen Sache eine möglichst große Verbreitung wünschen, so 
erscheint es um so notwendiger, auf einige in ihm enthaltene Irr- 
tümer an dieser Stelle aufmerksam zu machen. Schon im Jahre 
1902 hat Elsenhans eine Schrift mit dem Titel „Das Kant- 
Friesische Problem" 8 veröffentlicht , die im 2. Hefte dieser Ab- 
handlungen von Nelson 8 einer eingehenden Kritik unterzogen 
worden ist. Einige von den in dieser Kritik gerügten Miß- 
verständnissen hat nun Elsenhans in sein neues Buch herüber- 
genommen. Die wichtigsten von ihnen wollen wir im folgenden 
naher untersuchen. 



1 Alfred Töpelmann, Gießen 1906. * Bei J. Hörning, Heidelberg. 

8 Jakob Friedrich Fries und seine jüngsten Kritiker; Abschnitt IV bis VII. 

Abhandlungen der Friei'tchen Sende. I. Bd. 50 
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I. 

Die ursprüngliche Synthesis bei Fries und Kant. 

In der oben genannten Schrift hatte Elsenhans behauptet, 
daß Fries mit Unrecht Kant vorwerfe, „die Kantische Synthesis 
sei nichts als ein Akt des Reflexionsvermögens". Dem gegenüber 
hatte Nelson in der erwähnten Abhandlung versucht den Fries- 
sehen Vorwurf durch ausführliche Zitate zu rechtfertigen (S. 307 f.). 
Ohne hierauf einzugehen, wiederholt Elsenhans in dem vor- 
liegenden Buche seine Behauptung und fertigt Nelson in einer 
Anmerkung mit den Worten ab: „Denn auch für Kant ist seine 
ursprüngliche Synthesis nicht selbst wieder eine gedachte, sondern 
eine vorbewußte transzendentale Funktion der Einbildungskraft; 
auch für ihn ist die ursprüngliche Synthesis selbst erst die Be- 
dingung der Möglichkeit alles Urteilens" *. Also das, was Gegen- 
stand des Streites ist, wird hier als Argument benutzt. Was nun 
die von Elsenhans angeführten Stellen in der Kritik der reinen 
Vernunft betrifft, so finden wir auf S. 132 8 schlechthin nichts 
was seine Behauptung unterstützen könnte ; dagegen steht auf der 
folgenden Seite der Satz: „An sich selbst ist die Synthesis der 
Einbildungskraft . . . jederzeit sinnlich". Deshalb muß zu ihr die 
reine Apperzeption hinzukommen, um ihre Funktion intellektuell 
zu machen. Wie ja überhaupt die reine Apperzeption dasjenige 
Vermögen ist, das nach seiner Bedeutung für die metaphysische 
Erkenntnis am meisten der unmittelbaren Erkenntnis der reinen 
Vernunft entspricht 8 . An der zweiten von Elsenhans heran* 



1 S. 125. Es muß darauf hingewiesen werden, daß die von Elsenhans an 
dieser Stelle in Anführungsstriche gesetzten Worte „selbst . . . Urteilen*" von 
Nelson (S. Sil) und nicht, wie es dort scheinen könnte, von Kant stammen. 

* Eehrbachsche Ausgabe. 8 S. z. B. Er. d. r. V. S. 121. 
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enen Stelle (S. 658) steht jener schon von Fries und N el- 
benutzte Satz: „Denn wo der Verstand vorher nichts ver- 
>n hat da kann er auch nichts auflösen, weil es nur durch 
als verbunden der Vorstellungskraft hat gegeben werden kön- 
Daß aber Kant die Worte „Einbildungskraft" und „Ver- 
* gleichbedeutend gebraucht hätte, wird Elsenhans schwer- 
Lach weisen können. — Der dritte Ort, den Elsenhans anführt, 
672 • hier lesen wir : „Diese Synthesis (der Einbildungskraft) 
[annigfaltigen . . . kann figürlich genannt werden, zum Unter- 
ie von derjenigen , welche ... in der bloßen Kategorie ge- 
i würde und Verstandesverbindung heißt*. Wir überlassen 
' Leser, ai es mit der Elsenhansschen Behauptung zu ver- 

lien. 

-^ yj Kapitel seines Buches kommt Elsenhans auf diese 

zurück* er sucht hier von neuem die von Fries angeführten 
imente zu entkräften, indem er seine Behauptung wiederholt, 
a r diese (ursprüngliche) synthetische Einheit selbst nicht 
Srzeugnis der Reflexion ist*, sondern „zuletzt der schöpferi- 
^ Fähigkeit der produktiven Einbildungskraft entstammt, die 
t gewissermaßen das ersetzt, was bei F r i e s die unmittelbare 
>nntnis leistet« (S. 256). Aber auch hier ist er nicht glück- 
in der Wahl seiner Belegstellen. Es geht aus ihnen nur 
. j j^rvor, daß Kant einerseits eine synthetische Einheit ge- 
t hat die der analytischen zu Grunde liegt, und daß er 
eits der produktiven Einbildungskraft eine Synthesis des 
^faltigen zuschreibt. Daß jedoch diese beiden Arten der 
thesis identisch seien, hat Elsenhans nicht bewiesen, Da- 
>n ist von uns oben gezeigt worden, daß bei Kant die Syn- 
L der Einbildungskraft figürlich ist, während die den Kate- 
Grunde liegende intellektuelle Synthesis dem Verstände 
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zugeschrieben wird 1 . In diesem Begriff des Verstandes aber liegt 
das angeschieden nebeneinander, was Fries in Vernunft und 
Reflexion trennt 2 . 

IL 
Anthropologische and philosophische Logik. 

In dem Abschnitt über das Verhältnis der philosophischen 
zur anthropologischen Logik setzt Elsenhans ganz richtig nach 
Fries den Unterschied dieser Disziplinen auseinander. Trotzdem 
sacht er gleich darauf, im Gegensatz zu Nelson, Fries zu 
einem Anhänger der „praktisch - psychologischen Methode u zu 
stempeln 8 . Nun ist aber dieser ganze Streit völlig frachtlos, 
wenn man nicht sagt, was anter der praktisch -psychologischen 
Methode verstanden werden soll. Bei Elsenhans haben wir 
eine Definition dieser Methode nicht gefanden. Dagegen führt 
Nelson, am za beweisen, daß Fries ein Gregner der genetisch- 
psychologischen Methode ist, die Stelle aas der Einleitung der 
Neaen Kritik an, wo Fries von seiner Methode sagt, sie sei 
„keine Geschichte der Vernunft, wie sie sich im Kinde zum Er- 
wachsenen, zum G-reise entwickelt, wie sie mit Wachen und Schlafen 
erscheint, wie sie nach Mann and Weib, nach Konstitation, Volk 
and Race sich nuanciert oder wie sie in körperlichen and Geistes- 
krankheiten verletzt and zerstört wird" 4 . Daraas geht also deut- 
lich hervor, daß Nelson unter genetischer Psychologie diese 
^Geschichte der Vernunft" versteht. Da aber Elsenhans diese 
selbe Stelle im I. Kapitel seines Baches gleichfalls zitiert (S. 7), 

1 S. auch 8. 660 Anm., Kr. d. r. V. * Daraus folgt auch, daß der Be- 

griff der objektiven Gültigkeit, trotz aller von Elsenhans hervorgehobener Ver- 
wandschaft, bei Fries and Kant ein verschiedener sein muß. 

8 S. 128 f. Bei Nelson steht übrigens an der betreffenden Stelle (S. 248) 
„genetisch-psychologische Methode". * S. 37. (2. Aufl.) 



- 749 — 

damit wohl zur Genüge bewiesen, daß er sich hierin mit 
n in Übereinstimmung befindet; seine Polemik an jener 
a. Stelle kann also nur auf ein Mißverständnis des Aus- 
genetisch -psychologisch" (den er ja anch, wie schon 
gehoben, in „praktisch-psychologisch 11 ändert) zurückgeführt 

imit ist aüer die 86 frage noch nicht erledigt; denn die 
len Ausführungen zeigen, daß Elsenhans das Verhältnis 
ithropologiBchen zur philosophischen Logik doch nicht klar 

erfaßt hat. Es ist aber dieses Verhältnis dasselbe wie 
en philosophischer Anthropologie nnd Philosophie im allge- 
l. (Ein Verhältnis, das Eisenbaus seibat in durchaus 

und einwandfreier Weise auseinandersetzt.) Wir brauchen 
Ioh dieses Verhältnis auf die Reflexion anzuwenden: wir 

dann, daß die Grundsätze der Logik, d. h. die Gesetze der 
arbeit von Dingen überhaupt, zwar für sich durch Speku- 

auf 'gefunden werden können, daß sie aber, um ein voll- 
eres nnd geordnetes System zu bilden, einer Deduktion be- 
die von der anthropologischen Logik mit Hilfe einer 
ie des ReflexionsvermBgens geliefert wird, 
fenx» daher Elsenhans von der „Schwierigkeit" spricht, 
•enriung der philosophischen Grundsätze von den anthropo- 



Wie wenig Elaenhans den Kernpunkt der Nelsonschen Ausführungen vor- 
hat geht auch daraus hervor, daB er es tadelt, dal Nelson folgende 
aus der Friesschen „Logik" in seinem Zitat fortgelassen hat: „Die 
phiscbe Logik ist nämlich so arm an Gehalt und so abhängig in allen 
eb&uptungen von der anthropologischen, daß man gar nicht im Stande ist, 
«sondert für sich aufzustellen". Es kam nämlich Nelson, wie er aus- 
■h sagt („Ha* Frios diese 11 Unterschied gekannt? 1 '), in dem betreffenden 
'.. „ darauf an, zu zeigen, daB Fries jene beiden Disziplinen unter- 
und vor ihrer Verwechslung gewarnt hat, was Eisenbaus selbst zu- 
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logischen . . . streng festzuhalten (S. 138 , Anm.) , so kann sich 
eine solche Schwierigkeit nur auf die sprachliche Formulierung 
beziehen, denn ihrer Bedeutung nach sind die beiden Arten von 
Sätzen dadurch streng geschieden, daß die ersteren apriorische 
Grundsätze aus reinem Verstände sind, während die letzteren (die 
streng genommen nicht Grundsätze heißen sollten) durch Induktion 
aus innerer Erfahrung gewonnene, also empirische Lehrsätze sind. 
Aus demselben Grunde ist die von Elsenhans aufgeworfene 
Frage „ob die Abgrenzung (der analytischen Erkenntnis) gegen- 
über den Formen der anthropologischen Logik überhaupt eine 
durchgreifende Bedeutung besitzt" (S. 142) entschieden zu bejahen. 
Wie verhält sich nun der Begriff der anthropologischen Logik 
bei Fries zu dem der allgemeinen Logik Eants? Elsenhans 
behauptet, sie fielen ihrer Aufgabe nach zusammen (S. 143). Das 
ist aber von vornherein unwahrscheinlich, da Kant den Unter- 
schied der philosophischen und anthropologischen Logik ebenso- 
wenig scharf erfaßt hat, wie irgend ein anderer Vorgänger von 
Fries 1 . Wir wollen diese Frage aber noch näher untersuchen. 
An der Stelle 8 , wo Eant die allgemeine Logik definiert, indem 
er sie von der Logik des besonderen Verstandesgebrauches trennt 
sagt er von jener, daß sie die „schlechthin notwendigen Regeln 
des Denkens" enthalte, „ohne welche gar kein Gebrauch des Ver- 
standes stattfindet". Dies kann nun zunächst sowohl auf die 
philosophische als auf die anthropologische Logik gehen (sofern 
man den Ausdruck „schlechthin notwendig" nicht gleich „apodik- 
tisch" nimmt, was die folgende Einteilung nicht gestattet). Nun 
teilt er aber die allgemeine Logik in reine und angewandte, wo 
die reine Logik „es mit lauter Prinzipien a priori zu tun hat" 

1 S. hierüber das Kapitel über die Geschichte der Logik in Fries' „Logik" 
S. 15 f. (2. Aufl.) 2 Kr. d. r. V. S. 77. 



— 751 — 

a Kanon des Verstandes" ist. Diese ist nun gewiß nicht 
* anthropologischen Logik identisch, das ist durch ihren 
chen Charakter ausgeschlossen. Auf sie aber geht gerade 
on Elsenhans herangezogene Kantische Wort von dem 
>gisclien Kriterium der Wahrheit". Damit fallt aber auch 
Elsenhans versuchte Beweis dafür, daß „jene abgeblaßte 
jwr auf den Gegenstand bei Fries nicht imstande ist, einen 
Lend scharfen Unterschied zwischen anthropologischen und 
3hischen Grundsätzen zu begründen". Abgesehen davon, 
e wir sahen, diese Beziehung keineswegs das einzige Unter- 
ngsmerkmal jener beiden Arten von Sätzen bildet. 

HL 
•ische Deduktion und physiologische Ableitung. 
ie in diesen Heften schon mehrfach ausgeführt wurde, ist 
.ffriff der Deduktion der Friesschen Philosophie eigentüm- 
id steht im engsten Zusammenhange mit der Methode der 
rftkritik. Allerdings spricht auch Kant von Deduktionen 
hat deren eine ganze Reihe — aber diese Begriffe sind von 
riesschen wesentlich verschieden. Schon in seinem „Kant- 
schen Problem* hatte Elsenhans die Kantischen De- 
begriffe m y. ^ em Friesschen verglichen; dabei hatte er 
ie beiden bei Kant vorkommenden Ausdrücke „empirische 
tion a nn & »physiologische Ableitung" als nahezu gleich- 
end betrachtet. Dem gegenüber hat nun Nelson in der 
ich erwähnten Abhandlung (S. 279 f.) nachgewiesen, daß 
Worte von Kant auf zwei ganz verschiedene Begriffe an- 
riet werden. Er stützt sich dabei zunächst auf zwei Stellen: 
er physiologischen Ableitung sagt Kant, man könne „von 
Begriff 611 (den Kategorien), wie von allem Erkenntnis, wo 
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nicht das Principium ihrer Möglichkeit, so doch die Gelegenheits- 
arsachen ihrer Erzeugung in der Erfahrung aufsuchen. . . . Ein 
solches Nachspüren der ersten Bestrebungen unserer Erkenntnis- 
kraft . . . hat ohne Zweifel seinen großen Nutzen u 1 . Und gleich 
darauf von den empirischen Deduktionen apriorischer Erkenntnisse : 
sie seien „nichts als eitele Versuche, womit sich nur derjenige 
beschäftigen kann, welcher die ganz eigentümliche Natur dieser 
Erkenntnisse nicht begriffen hat". Wer also empirische Deduktion 
und physiologische Ableitung identifiziert, zeiht damit Kant eines 
krassen Widerspruchs innerhalb weniger Zeilen, und das ist so 
lange unstatthaft als sich eine andere Erklärung anbietet. Eine 
solche Erklärung hat nun Nelson gegeben. Danach ist die em- 
pirische Deduktion die Rechtfertigung eines Begriffs durch An- 
führung eines Rechtsgrundes aus der Erfahrung, eine Auffassung, 
die Nelson noch durch weitere Zitate stützt. 

Trotzdem verficht Elsenhans in dem vorliegenden Buche 
von neuem seine Meinung von der Identität jener Begriffe. Hören 
wir, was er auf die Nelsonschen Ausführungen zu erwidern hat: 

„Sollte Kant", so beginnt er, „wirklich eine so eingehende 
Beweisführung darauf verwenden, einen so einfachen Widerspruch 
aufzudecken, zu zeigen, daß die Deduktion empirischer Begriffe 
nicht die Deduktion apriorischer ist?" (S. 163). Das allerdings 
nicht. Daß aber Begriffe wie die Kategorien ihren Rechtsgrund 
nicht aus der Erfahrung nehmen können, mußte gezeigt werden 
denn das wurde zu Kants Zeiten von der englischen Philosophie 
und wird noch heute von allen Empiristen übersehen*. 



1 Kr. d. r. V. S. 104 f. * In der Anmerkung S. 163 (in der es wohl 

heißen soll: „statt auf die Verschiedenheit der Gegenstände auf die Verschieden- 
heit der Erkenntni8art a ) verteidigt Elsenhans gegen Nelson die Behauptung , daß 
sich in den Ausdrucken „empirische" und „transzendentale Deduktion 1 * die Bei« 



er soll Kant in der physiologischen Ableitung „den be- 
en Versuch einer empirischen Deduktion" sehen (S. 164). 
Lso zuerst ganz allgemein den Versach einer empirischen 
i der Kategorien als „ganz vergebliche Arbeit" be- 
und eine halbe Seite darauf von dem „bedeutendsten" 
rauche sagen, daß er, „ohne Zweifel seinen großen Nutzen" 
i sagt aber Kant von der physiologischen Ableitung, 
eigentlich nicht Deduktion genannt werden. Daraus 
Slsenhans, daß sie uneigentlich als Deduktion d.h. 
[) als empirische Deduktion könne angesehen werden, 
tergültiger Beweis!) Kant giebt aber auch den Grund 
im die physiologische Ableitung nicht Deduktion heißen 
;mlich „weil sie eine quaestionem facti betrifft". Daraus 
-or daß jede wirkliche Deduktion, also auch die empiri- 
3 quaestionem juris betreffen maß. — Es bleibt also von 
nh&nsschen Argumenten nur eins übrig: Die Berufung 
'teile wo Kant von der empirischen Deduktion sagt, 
nicht die Rechtmäßigkeit, sondern das Faktum betrifft", 
t nun allerdings bei Kant eine Vermengung der beiden 

Kant nicht auf die Verschiedenheit der Gegenstände, sondern auf die 
, t der Erkenntnisart bezieben. Nun zeigt aber gerade der Wortlaut 
' neu, »uf den er sich dabei beruft: „Erklärung der Art, wie sich . . . 
° a Art wie . . ■ erworben worden", dafl es Kant hierbei nicht auf 
"rt nheit der ErWarungsart ankam, sondern vielmehr auf die Ver- 
ß A ssen was erklärt wird, d.h. des Gegenstandes der Deduktion. 

Flaenbans aDBr W8iter anf den 3aU beruft " Der ünterBchied dw Trwu " 

and Empirischen gehört also nur zur Kritik der Erkenntnisse und 

die Beziehung derselben auf ihren Gegenstand", so hat er sich hier 

h den Terminus „Gegenstand" verwirren lassen. Die Erkenntnisse, 

sr nt in diesem Satze spricht, werden nämlich in unserem Falle selbst 

^d n Gegenstanden), nämlich der Deduktion, so daB sich hier der 

* ^ Transzendentalen und Empirischen tatsächlich auf die „Gegen- 

sjelit 



— 764 — 

in Frage stehenden Begriffe vor, aber gerade die unmittelbar 
vorhergehenden Worte: „Art . . . wie ein Begriff durch Erfahrung 
. . . erworben worden", zeigen, daß Nelson mit seiner Auffassung 
recht hat, denn durch Erfahrung werden nur empirische Begriffe 
erworben, während die physiologische Ableitung auf alle Begriffe 
ohne Unterschied anwendbar sein soll. 

Elsenhans sucht dann nach den Motiven der Nelsonschen 
Interpretation und findet sie darin, daß „man" angeblich die phy- 
siologische Ableitung „als der Friesischen Deduktion nahestehend 
betrachtet". Nun unterscheiden sich diese beiden Verfahren aber 
dadurch wesentlich, daß jene die zufälligen Ursachen aufsucht 
durch die die Kategorien ins Bewußtsein treten, während die 
Friessche Deduktion ihren Rechtsgrund in der unmittelbaren [Er- 
kenntnis der reinen Vernunft aufweist. Es ist also nicht ein- 
zusehen, wie Elsenhans zu seiner Motivierung kommt; da er 
sie auch in keiner Weise belegt, müssen wir sie als seine eigene 
freie Erfindung bezeichnen. 

IV. 
Induktion und Spekulation. 

Im „Kant-Friesischen Problem" hatte Elsenhans behauptet 
daß das Verhältnis der Induktion zu den philosophischen Erkennt- 
nissen bei Fries nicht folgerichtig durchgeführt sei. Auf diesen 
Vorwurf, der schon von Nelson in der mehrfach zitierten Ab- 
handlung zurückgewiesen worden ist (S. 272 f.), kommt Elsen- 
hans in seinem neuesten Buche zurück (S. 201 f.). Es erscheint 
daher eine erneute Darlegung des Sachverhaltes notwendig. 

Die Induktion ist ein Beweisverfahren, und zwar das einzige 
das von den Fällen auf die Regel schließt. Dieses Verfahren ist 
daher nur dann streng, wenn alle Fälle bekannt sind (Vollständige 
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In den weitaus meisten Fällen aber, nämlich in den 
1 'Wissenschaften 1 , trifft diese Voraussetzung nicht zu- 
1 uns daher in diesen Fällen bestimmter leitender Maxi- 
len, um die Induktion schlußkräftig zu machen. Solche 
d nennt Fries rationnelle, die anderen, ohne leitende 
empirische. 

e Bedeutung hat nun die Induktion für die Philosophie? 
mächst bemerkt werden, daß sie weder zur Auffindung 
Beweise der philosophischen Grundsätze dienen kann: 
cht wegen der philosophischen, d. h. apriorischen Natur 
se, letzteres nicht, weil es sich um Grundsätze, d.h. 
eisbare Sätze, handelt. Trotzdem aber spielt sie eine 
l,olle bei der Begründung jener Sätze. Die Begründung 
phischen Grundsätze ist eine der Aufgaben der Vernunft- 
x Verfahren besteht in der Aufweisung einer jenen 

Grunde liegenden unmittelbaren Erkenntnis. Sie be- 

einer Theorie der Vernunft, und hier ist der Punkt, 
duktion eine Rolle spielt: Diese Theorie wird nämlich 
losophischen Anthropologie) durch Induktion aus innerer 

gewonnen 8 . Hiermit erklärt sich die Stelle, wo Fries 
höchsten Prinzipien unserer Theorie der Apperzeption" 

sie durch Induktion aus innerer Erfahrung abgeleitet 

t nicht einzusehen, warum Elsenhans die innere Erfahrung als das 
nwendungsgebiet der Induktion bezeichnet. Die äußere Erfahrung 
ser Hinsicht koordiniert. 

r Anmerkung S. 202 beklagt sich Elsenhans darüber, daß Nelson 
on ihm verstümmelt habe. Nelson hat nämlich in seinem Referat 
) statt der Elsenhansschen Worte „Die Untersuchung der philoso- 
hropologie" folgendes eingesetzt: „Die Entwicklung dieser Theorie 
tt (s. 274). Wenn der Leser bedenkt, daß diese Entwicklung der 
Vernunft die Aufgabe der philosophischen Anthropologie ist, mag er 
Üen ob damit der Sinn des Elsenhansschen Satzes geändert ist 
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werden 1 . Diese Stelle steht also keineswegs, wie Elsenhans 
meint, mit dem von Fries auf S. 15 Gesagten — ans dem wir 
übrigens eine „Gegenüberstellung von Deduktion und Induktion* 
nicht herauslesen können — in Widerspruch. Wenn aber Elsen- 
hans meint, daß Fries an derselben Stelle (S. 74) „im Wider- 
spruch mit der Höherstellung der kritischen Methode" von der 
Möglichkeit spricht, „die Induktion als oberste Instanz in speku- 
lativen Dingen 8 anzusehen, so ist dazu erstens zu bemerken, daß 
Fries hier gar nicht von der Induktion, sondern von „psycho- 
logischen Hypothesen* spricht, zweitens aber haben wir eben ge- 
sehen, daß die wichtige Bolle der Induktion in spekulativen Dingen 
nicht nur in keinem Widerspruch zur kritischen Methode steht, 
sondern daß vielmehr die Induktion selbst einen wesentlichen Be- 
standteil dieser Methode bildet 8 . 

In welchem Verhältnis steht nun die Spekulation zur Induk- 
tion? Spekulation nennt Fries das Verfahren „die gewöhnliche 
Erkenntnis durch Zergliederung auf ihre ersten und allgemeinsten 
apodiktischen Anfänge zurückzuführen" s . Sie schreitet also wie 
die Induktion vom Besonderen zum Allgemeinen fort. Der funda- 
mentale Unterschied der beiden Verfahrungsarten liegt aber darin, 
daß die Induktion durch Zusammenfassung der Fälle die Regel 
beweist, während die Spekulation nichts anderes leisten kann 
und soll, als gewisse Prinzipien in unserem Geiste als vorhanden 
aufzuweisen. Das ist das „eigene Verhältnis zur Regel", nach 
dem sich die beiden unterscheiden. Damit hängt eng zusammen, 
daß die Spekulation zu apriorischen Sätzen führt, während die 
durch Induktion gewonnenen Sätze immer der Erfahrung ange- 

1 N. K. II 8. 74. * S. auch hierüber die Abhandlung von Nelson aber 

„die kritische Methode u. 8. w. a im 1. Heft dieser Abhandlungen. (§ 18.) 
» N. K. I 8. 887. 
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\ (Sie "werden gebildet durch Vereinigung sinnlicher, mathe- 
cher and metaphysischer Erkenntnis.) Es ist also mindestens 
rständlich, wenn Elsenhans sagt 1 , daß die Spekulation in 
Aufgabe einer Aufsuchung der Prinzipien durch die Induktion ' 
itützt wird. Denn die Prinzipien sind in beiden Fallen von 
iedener Art: Die Spekulation dient zur Aufsuchung der 
tiven Prinzipien, die für die Induktion die leitenden Maxi- 
ilden ; ein solches Prinzip ist z. B. in der Physik das Trag- 
»setz. Dagegen liefert die Induktion die konstitutiven Prin- 

einer empirischen Theorie, z. B. das Gravitationsgesetz. 
llerdings muß zugegeben werden, daß die einzige Stelle, auf 
h Elsenhans für seine Auffassung beruft 8 , eine solche 
unff nahe legt; Fries hat hier nicht scharf genug zwischen 
►eiden Arten von Prinzipien unterschieden. Indessen scheint 
ß die ausführlichen Auseinandersetzungen über Spekulation 
Inktion in der „Logik" die Richtigkeit der von uns ver- 
a Auffassung genügend verbürgen 4 . — 

Leu wir indessen von den hier besprochenen Mißverstgnd- 
af> so kann das Buch von Elsenhans als eine getreue 
^Y^ verständliche Darstellung der Friesschen Erkenntnis- 
beÄoichnet werden. Es bleibt abzuwarten, was der zweite 
wird. 



I S. 390. 3 S. 208. « N. K. I S. 401. 

* -musterhafte Darlegung der hier berührten Frage findet sich auch 
ltß „Theorie der Induktion 11 (Engelmann, Leipzig 1864). S. das 
** Induktion und Abstraktion". 



— 760 — 



Analyst*; Verhältnis der k. tax Geo- 
metrie 409 ff. 

— A, de* Unendlichen ab Werkzeug 
der Naturforscbung 93. 

Analytische und synthetische Einheit 
309 ff. 

— Urteile 15 f. 

— Unterschied der a. and synthetischen 
Urteile 16, 86 f., 850 f., 877, 887, 
412 f. 427. 

— Aprlorität der a. Urteile 880. 

— A. Natur der Reflexion (des Ver- 
standes) 68, 206, 230. 

ävd^vr\0t9 836. 
Anfangsxahl 558, 605. 
Angeborene Ideen 64, 269. 

— A. und erlerntes Wissen 406 f. 
Anregung, sinnliche 26, 114, 207 f., 

228, 225. 
Anschauung 216. 

— intellektuelle s. Intellektuell. 

— mathematische 878 f., 410 ff. S. a. 
Reine A. 

— sinnliche s. Sinneswahrnehmung. 

— Gewißheit der A. 22 f., 27 f. 

— und Donkon (Reflexion) 51, 68, 62, 
67 f., 206 f., 888 ff. 

in der Mathematik 888 ff., 410 ff. 

— Unvollstandigkeit der Disjunktion 
von A. und Donken 51, 58, 68. 

— nicht Urteil 867 f. 

— und Vorstollungsbild 857. 
Anthropologie 255 f., 278. 

— philosophische 26, 749, 755. 

— psychische s. Psychisch. 
Anthropologischer Charakter der Kritik 

der Vernunft 73 ff,, 76 ff., 81 ff., 
198 ff., 201 ff., 217, 285 ff., 276 ff., 
872. 

— Logik 249. 748 ff. 

— und physikalische Wissenschaften 
124. 

Antinomie (Kantische) der Weltgroße 
449 f., 469, 633, 706. 

— Grundgedanke und Auflösung der 
Antinomiecn 450 f. 

Antinomik, Zononische 824. 

Apelt, K. R 11, 72, 84f., 91, 345, 

7*0, 757. 
Apelt, 0. 824. 
Apodiktische Erkenntnis 28, 58 f. 



Apodiktische und assertorische (histo- 
rische) Gewißheit 28, 300. 
Apodiktizitat der Mathematik 381, 

425 ff 

— Grund der A. der Urteile 63 f. 
Apperzeption, formale 82, 84 f., 312. 

— reine 208, 746. 

— transzendentale 53, 82, 84. 

— Einheit der A. 79, 309 ff. 

— Identität der A. 64. 

— Lehre von den A. 217. 

A priori: Erkenntnis rein a priori 245 f., 

— und a posteriori 127, 379, 427. 

— Erkenntnis der Erkenntnis a priori 
41 ff., 199 ff., 201 ff., 210 f., 277, 293 ff., 
296 ff. 

Aprioritat der analytischen Urteile 380. 

— der mathematischen Erkenntnis 
879 ff., 427. 

— der Erkenntnis der allgemeinen 
und notwendigen Wahrheiten 127, 
129, 878 f. 

Archimedes 188. 

Archimedisches Axiom 146, 177, 885, 

416. 
Aristoteles 823. 

— sVrayoyif 10. 

— voQg 68. 

— Vorurteil der Aristotelischen Logik 
10 f., 66 f., 876 f., 880, 391. 

— Entelechieenlehre des A. 107, 118. 

— Arten der Veränderung in der 
Metaphysik des A. 118. 

— Naturphilosophie des A. 101. 

— Morphologische Weltansicht des A 
118. 

Aristoteliker und Platoniker 65 f., 65 ff. 
Arithmetik: Grundlagen 385. 

— Verhältnis zur Geometrie 410ff. 

— Verhältnis zur Logik 412—421. * 
Arithmetisierung der Mathematik 409 ff 
Abortion 20, 368. 

Assertorische und apodiktische Er- 
kenntnis 28, 800. 

Assoziation 16, 52. 

Assoziatives Gesetz: der Addition ftii» 
Mächtigkeiten 564, 566. 

für Ordnungszahlen 570. 

für endliche Zahlen 648. 

— der Multiplikation für Mächtigkeiten 
565 f. 
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d Hypothese 899 ff. 
stulat der logischen Unab- 
gigkeit der A. 382. 
Auktion der A. 87. 
»finition durch A. 418 f. 
ine A. in der Philosophie 869. 
sprang der A. s. Mathematik. 
tatische Methode 418 f., 661. 
ie des Typus a> 664. 
r zweiten i&hlklasse 673 f. 
dekindsche 691. 
üsystem: VoUständigkeit 610 ff. 

von Verulam 101, 107. 

zung : Prinzip der Totalität der 

5 endlichkeit der Reihe der B. 222, 

f. Empirische und a priori 280 ff. 
aivtische Einheit des B. 309. 
i Urteil 16 f., 357. m 

düng der B. durch Abstraktion 

odung der urteile 11, 16 ff. 

i Grundurteilen 21 ff., 216 f. 

ton der B. 28. 

mg 663. 

ingsmenge 66ß ' 

mi 384. 

™42, 72, 244 ff. 

:e y 109, 228. 



Bernstein, F. 482, 622, 595, 631, 633. 

Beschränktheit unserer Erkenntnis 
110 f., 226 ff., 448 ff., 461, 466 f., 
459, 468 ff. 

Bewegung als mathematischer Grund- 
begriff der Hylologie 133. 

— Zurückführung aller Veränderungen 
auf B. 118, 126. 

Bewegungslehre, reine 133. 
Beweis 17, 381 f. 

— und Aufweisung 273, 756. 

— und Deduktion 29 f., 89 f, 43. 

— und Demonstration 21. 

— moralischer 223. 

— transzendentaler 61 f., 211. 

— Vorurteil der Allgenugsamkeit des 
Beweisyerfahren8 5, 50 f., 54, 199, 
211, 348, 355, 476. 

Bewußtsein 79, 81, 207 f., 254. 

— mittelbares und unmittelbares 51. 

— unmittelbares 53. 

— und Erkenntnis 20, 51, 69, 83, 
207 f., 215, 406. 

— Einheit des B. 85, 309. 

— überhaupt 208, 244 ff., 361 ff. 
Bewußtseinsinhalt 361 ff. 
Bezeichnung, endliche: Satz von der 

e. B. 512 f. 

— Paradoxie der e. B. 621 ff. 

— der zweiten. Zahlklasse 623 ff. 

— des Kontinuums 621, 626. 
Bildkette 689 ff. 

Bode 246. 
Botanik 125. 
Burali-Forti 631. 

Cantor, G. 482, 602, 507, 588, 548, 
595, 697, 604, 631, 636, 652, 659. 

Cantorsche Kormalform 584 ff. 

Chauyeau, A. 712 f., 720. 

Chemie 124, 126. 

Chemische Theorie der Muskelkon- 
traktion 720 ff. 

Chemotropismus 722 ff. 

Clausius 714. 

Cohen, H. 43 f., 76 ff., 242, 324, 326, 
335, 340. 

Continuum s. K. 

Convergenz s. K. 
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Dedekind, B. 410, 502, 506, 540, 662, 
669, 670, 686. 

— Theorie der Irrationalzahlen 
(D.sche Schnitte) 177 ff. 

— Theorie der ganzen Zahlen 
(Kettentheorie) 685 ff. 

— D.sches Axiomsystem 691. 
Deduktion 22 ff, 211 f., 217 ff., 477. 

— empirische 279 ff., 291 f., 751 ff. 

— metaphysische 81, 279, 283 ff. 

— objektive und subjektive 64, 286 ff. 

— transzendentale s. Transzendental 

— und Beweis 29 f., 39 f., 43. 

— und Demonstration 22 f. 

— und Induktion 29, 251, 274, 755 f. 

— und Spekulation 274 f. 

— und physiologische Ableitung 8. 
Ableitung. 

— der mathematischen Axiome 37. 

— bei Fries und bei Kant 212, 276 ff. 
~- Logische Form der D. 29 ff. 

— Psychologische Natur der D. 24 ff., 
87 f., 276 ff., 355 f. 

— Theorie der D. 25 ff. 
Definition: Begriff der D. 854, 377. 

— und Axiom 877 f., 417 f. 

— und Kriterium 610. 

— durch Axiome 418 f. 

— Gebrauch der Definitionen in der 
Mathematik und Philosophie 867. 

Deltamenge 614 f. 

Deltazahlen 603. 

Demokritos 324. 

Demonstration 21, 23, 217. 

Denken und Anschauen s. Anschauung. 

— und Erkennen 15, 62, 205, 230. 
Descartes X, 102, 107, 119. 

De Wette 195. 

Diagonalschlus8 530, 532, 636. 
Dialektik 220. 

Dialektischer Widerstreit 223. 
Sidvoia 831. 
Differential 172 ff. 
Differentialrechnung 167 ff. 
Differenzierbarkeit 167 ff. 

— und Stetigkeit 168 ff.. 408 f. 
Ding an sich 225, 448 ff., 458, 471. 
Disdiaklasten 725 ff. 
Disjunktion, endscheidbare 609 ff. 

— zwischen Entscheidbarkeit und Un- 
entscheidbarkeit 614. 



Disjunktion zwischen Endlich und Un- 
endlich 506, 668ff., 673. 

— vierfache der Vergleichung 495. 
angewandt auf die Mächtigkeit 

von Mengen 505 ff. 

angewandt auf die Ordnungstypen 

537, 543. 
Diskursive und intuitive Erkenntnis 

206 f. 
Distributives Gesetz der Addition und 
Multiplikation : von endlichen Zahlen 
649. 

— von Mächtigkeiten 565 f. 

— von Ordnungszahlen 572. 

— bei unendlichen Summen 153, 156 f. 

— Analoga für Produkt und Potenz: 
endlicher Zahlen 650 f. 

von Mächtigkeiten 566. 

von Ordnungszahlen 597f. 

Divergenz 151. 

Dogmatik, religiöse 474 f. 

Dogmatisches Verfahren 7, 9, 36, 211 
259, 261 f., 366, 869. 

Dogmatismus, logischer 8. Logisch. 

do£aord 337. 

Dualismus 108. 

Du Bois-Reymond, P. 137. 

Dunkelheit, ursprungliche, der metaphy- 
sischen Prinzipien 6, 28. 

Dyadisches Zahlsystem 568. 



Ebner, V. v. 717. 
Echter Teü 490. 
Ehre 461. 
stör} 836, 840. 
Eigentlicher Punkt 140. 

— Teil 490. 

— (aktual) Unendliches 138 f., 481. 
Einbildungskraft 469. 

— produktive 114, 746 f. 
Eindeutigkeit des Limes 152. 

— einer Zuordnung 502 f., 536, 686 ff. 

— umkehrbare 502, 511, 586, 545, 691. 
Einheit, analytische und synthetische 

809 ff. 

— synthetische 18, 79, 223, 225, 747. 

— systematische 45 f., 106, 128, 22 1. 

— der Apperzeption 79, 809 ff. 

— des Bewußtseins 85. 

— und Verbindung 206 ff. 
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Einheit, Grundform der notwendigen 

E. 469 f., 477. 
.— Grundvorstellung der objektiven 

synthetischen E. 223, 225. 
Einsicht and Kenntnis 125, 406. 
Elastische Theorie der Muskelkraft 

731 ff. 
Eleatisch 324. 
Elsenhans, Th. 84, 243, 247, 270 ff., 

746 ff. 
Empfindung 80, 114, 127, 206, 406. 

— and Gefühl 465. 

— Sinnesempfindang 406, 454. 
Empirische Begriffe (and Begriffe a 

priori) 280 ff. 

— Deduktion 279 ff., 291 f., 751 ff. 

— Induktion (und rationelle) 273 ff., 755. 

— Naturwissenschaften 127. 

— Theorie (und reine) 253. 

— Wahrheit s. Wahrheit. 
Empirismus 10, 43, 48, 55, 57, 63, 65, 

197, 206, 211, 218, 252. 

— mathematischer 879, 425 f., 430. 

— Unzulänglichkeit des E. 60. 
— , Vorurteil des E. 67 f. 
Encke 94. 

Endliche Bezeichnung s. Bezeichnung. 

— Menge 506, 584. 

— oder unendliche Größe der Welt 
449 f. 

— Sein 448. 

Endlichkeit der Abschnitte von a> 668. 

— der Restmenge 585. 
Endzweck 460 f., 471 f. 
Energiegesetz 12 f., 48. 
Energieumwandlung im Muskel 711 ff. 
Engelmann, Th. W. 7 14 ff, 734 f. 
Entelechieenlehre des Aristoteles 107, 

118. 

Entscheidbarkeit logischer Disjunkti- 
onen 609 ff. 

Entwickelung des Geistes 244, 304 f. 

— Gesetz der geistigen E. 105 f. 
irtccyotyrf 10. 
Epsilon-Zahlen 604. 
Erfahrung : Begriff der E. 453. 

— Formen der E. s. Form. 

— innere s. Innere. 

— Abhängigkeit von Mathematik und 
Philosophie 128. 

— und Metaphysik 48. 



Erfahrung, Bedingungen der Möglich- 
keit der E. 211, 220, 268, 287 f., 871. 

— Prinzip der Möglichkeit der E. 32, 
62 f., 211, 476. 

— Begriff der E. als Voraussetzung der 
Erkenntnistheorie 75. 

Erkenntnis, Begriff der E. 20, 346 f., 
353. 

— a priori s. A priori. 

— assertorische und apodiktische s. 
Assertorisch. 

— mittelbare und unmittelbare s. Un- 
mittelbar. 

— sinnliche 207. 

— transzendentale s. Transzendental. 

— und Bewußtsein 20, 51, 69, 83, 
207 f., 215, 406. 

— und Urteil s. Urteil. 

— und Vorstellung 20. 

— Gesetz der zeitlichen Entwicklung 
der E. 105 f. 

— Objektive Gültigkeit der E. s. Ob- 
jektiv. 

— Problem der Erkenntnis 18 ff., 66, 
75, 212, 813 ff., 846 ff., 353 ff. 

— Verhältnis der E. zum Gegenstande 
19 ff., 66, 75, 200, 212 f., 346 ff., 368, 
446 ff. 

Erkenntnistheorie 21, 26, 52, 313 ff. 

— und Logik 75, 850 f. 

— und Metaphysik 371. 

— und Psychologie 42, 52, 75, 313 ff., 
352 ff., 370 ff. 

— Methode der E. 350 ff. 

— Voraussetzungslosigkeit der E. 350, 
372. 

Erkenntnistheoretischer Zweifel 350 ff. 
Erklärung (der Naturerscheinungen) 
454 f. 

— Aufgaben der vollständigen E. 119 f., 
126. 

— Anwendbarkeit der Mathematik als 
Bedingung aller E. 121. 

— Schranken der wissenschaftlichen 
E. 121 f. 

— Unmöglichkeit Geistiges aus Körper- 
lichem und Körperliches aus Geist- 
igem zu erklären 111, 113. 

— Unzulässigkeit teleologischer Erklä- 
rungsgründe 120, 471. 

Erlerntes und angeborenes Wissen 405 f. 
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Erscheinung und Ding an sich 123, 
225 f., 448, 461, 460 f., 465 f., 471. 

— und Schein s. Schein. 
Erzeugungsprinzipien 645 ff. 

— Petitio principii der E. 659. 
Ethik: Unabhängigkeit von der Physik 

101, 111. 
Ethische Weltansicht 111, 118. 
Euklid 147, 583. 
Euklidisches Axiom 382 f., 397, 427. 

— Nicht-Euklidische Geometrie 383 ff. 
Evidenz der Anschauung 23, 28. 

— der mathematischen Erkenntnis 381. 

— der psychologischen Methode 27, 35. 

— der wissenschaftlichen Erkenntnis 
452, 464. 

— und Gewißheit 28, 464. 

— Gefühl der E. 359. 

— Mangel an E. bei der philosophi- 
schen Erkenntnis IX, XI, 28, 28. 

Ewige Hoffnungen 122. 

— und endliches Sein 229, 448, 465, 
467. 

— Wahrheit 229. 

— Weltordnung 468 f., 462, 466, 472 f., 
474. 

Ewigkeit 471, 474. 
Exhaustion 157. 

Existenz, immanente und transzendente 
348, 362. 

— mathematische 409. 

— Logische Möglichkeit und mathe- 
matische E. 416 ff., 636 f., 703. 

— des Limes 153, 186. 

— einer Menge 636. 

— der Menge aller Teilmengen 638. 

— der Belegungsmenge 639. 

— transfiniter Mengen 662 f. 

— verschiedener Mächtigkeiten 526 ff. 
Exposition 367. 

Falckenberg, R. 84. 

Fechner 489 

Fermatscher Satz, großer 424, 612, 673. 

Fichte IV, XII, 42, 44, 63, 66, 78 f., 

246, 254 ff., 261, 313. 
Fick, A. 712 ff., 720 f., 788 f., 738. 
Figürliche Synthesis 215, 747. 
Fingiert s. Uneigentlich. 
Fischer, E. G. 125. 
Fischer, K. 42, 71, 200ff., 285 ff., 270. 



Flächenmessung 146 ff., 187 f. 
Form: Begriff der F. 404. 

— und Gehalt (Materie) der Erkennt- 
nis 223, 225 f., 282, 452 f., 456, 468, 
469 f. 

— des inneren Lebens 198, 218. 

— der Reflexion 105 f. 

— der systematischen Einheit 45 f., 
106, 128. 

— der Vernünftigkeit 114, 198, 202, 
217. 

— Mathematische Anschauungsformen 
(Formen der Zusammensetzung )45 1 f 
455 f., 633. 

— Metaphysische Formen der Erfah- 
rung (Formen der Verknüpfung) 
452 f., 455, 469 f. 

— Unterordnung der mathematischen 
Formen unter die metaphysischen in 
der mathematischen Naturphilosophie 
183. 

— Substanzielle Formen 10, 107, 118 

— Wesenlosigkeit der F. 117 f. 
Formale Apperzeption 82, 84 f., 312. 

— Bedingungen der Erkenntnis 468 
688. 

— Charakter der philosophischen Prin- 
zipien 266 f. 

Frege 418. 

Freiheit des Willens 462. 
Fries' Auflösung des Humeschen Pro- 
blems 69. 

— Begründung der Differentialrechnunir 
168, 175. e 

— Begründung der Ideenlehre 220 ff 
und Ästhetik 477 f. "' 

— Begründung der psychologisch-kriti- 
schen Methode 37. 

— Deduktion der Unendlichkeit der 
Anschauungsformen 633. S. a. 223 
225 f., 456, 469. ' 

— Naturphilosophie 99, 184. 

— Gesetz der Spaltung der Wahrheit 
104, 230 f. 

— Theorie der Vernunft 301 ff. 

— Geschichte der Philosophie 323 
834, 340. 

— angeblicher Empirismus 43, 218. 

— angeblicher Psychologismus 71 ff 
241 ff., 248 ff. 

— und Kant 891 ff. 



Verhältnis in Jacobi 195 f. 
Iverstandnis der Fries'schen De- 
äon 48, 87 f., 217 f. 
JeksaJ der Fries'scheu Lehre 195. 
ion 158 fF. 
tige 160. 
eren zierbare 168. 
ht diffcrenzierbare 169f., 408f. 
igen theoretische 528. 
iclie, verschiedene, total verschle- 
629. 

VIII, X, Xn, 107, 118f., 401. 

i, unendliches 486. 

z vom Teil und G. s. Teil. 

den, a. Zahl. 

238, 246, 385, 405. 4SI ff. 

, ästhetisches 469s., 472. 

Empfindung 465. 
hrheitsgefühl s. Wahrheit, 
rzeogung ans bloßem G. 465 ff., 

tand der Erkenntnis s. Erkennt- 

Inhalt der transzendentalen (krl- 
B n) Erkenntnis 41, 277. 
und Form s. Form, 
nis, notwendiges 470, 472. 
f K. 659. 

nd Körper 107ff., 113. 
'elbarkelt aller Erkenntnis frem- 
3eistes)ebens 111. 
> Schönheit 478. 
Btandigkeit des g. Lebens 111, 
, 463. 

tansicht H2f., 121. 
löglichkeit Geistiges aus KSrper- 
n und Körperliches »üb Geis- 

zn erklären 111, 118. 
rkeit astronomischer Längen- 
nmungen 94 f. 
Ka.umanHchs.uung 407 f. 
che Methode 241 ff., 748f. 
hologie 61f, 72, 244ff., 291f. 
e 126. 

rie der Lage 188, 141, 611. 
.t-Eoilidische 883 ff. 
lältois inr Arithmetik und Ana- 

.Bjtniß zu* Erfahrung 878 f., 
,899 ff-, «6 ff. 



Gerechtigkeit 461. 

Geschichte der Menschheit 805. 

— philosophischer Lehren XI ff. 

— Schema der Gedankenentwickelung 
in der Philosophie 55 ff. 

Gesets und Tatsache 125, 127 f., 266 f., 
453. 

— und Wesen (Abhängigkeit der Dinge 
Ton GO 102 f. 

— und Wirklichkeit 365 f. 

— Naturgesetz s. Natur. 

— praktisches (Sitteng esetz) 460ff. 

— Kriterien für Grundgesetze in der 
Naturwissenschaft 132. 

Gestalt : Mathematische (reinanschau- 
liche) Natur der Gestaltvorstellungen 
114. 

— Wesenlosigkeit der G. 117 ff. 
Gestaltung als hylologisches Problem 

120. 

— Mechanismus der G. 119f. 

— Prinzip der G. 107. 
Gestaltungskundo oder Morphologie 

124 f. 
Gewissheit: Arten der Q. 29, 300 f., 
457 f. 

— der Anschauung 27 f. 

— und Evidenz 28, 464. 
GUube 448, 452, 457 ff., 4G3. 

— and Wissen 122, 224, 226 ff., 443, 
467 f., 464, 466 f., 475. 

— Wurzel des religiösen G. 462. 
Glaubensideen 453 f. 
Glaubenssymbol 478. 

Gleichheit von Größen 145, 415, 492 f., 

602. 
Goethe 120. 
Grapengieaaer 77, 204. 
Grassmanns chea Axiom 415, 417. 
Gravitationsgesetz 8, 131, 197, 757. 
Grenzbegriff s. Limes. 
Größe, unmelbare 189. 

— unendliche 481, 467. 

— unendlich kleine 189 f., 398, 659. 

— Antinomie der Weltgroße s. Anti- 
nomie. 

Grund 17 ff. 

— Satz vom Grunde 17, 22, 216. 

— Gleichartigkeit des Grundes einer 
Erkenntnis mit dieser 39. 
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Grundform, metaphysische (spekula- 
tive) 84, 469 f., 477. S. a. Grundvor- 
stellung. 

Grundgesetze 8. Gesetz. 

Grundsatz des Selbstvertrauens der 
Vernunft 31 f., 446. 

— - der Vollendung 222 f. 

Grundsätze: der Teilung, Vergleichung 
und Ordnung 489 ff. 

— Unbeweisbarkeit von G. 17, 41, 43. 
216, 355. 

— Kriterium für philosophische G. 14 f , 
352, 355 ff. 

Grundurteil s. Grundsatz. 

Grundvorstellung der (objektiven syn- 
thetischen) Einheit 83, 223, 225. 

Gültigkeit der Erkenntnis 20 ff., 34, 
355 f. (S.a. Objektiv.) 

Guter Wille 460 ff. 

Hagerström, A. 84. 

Hallier, E. 72, 90. 

Handlung: Wert und Zweck derH. 460. 

— Zurechnung der H. 462. 
Hankel 726. 

Hauptzahl oder Haupttypus 578. 

— größte 580. 

— als Potenz von co 582. 
Hegel IV, XII, 39, 45, 101, 196. 
Helmholtz 12 f., 48, 386, 395 f., 400, 

405. 

Henke, E. L. Th. 195, 432. 

Herakleitos 325, 342. 

Herbart 89, 73, 246 f., 250. 

Hermann, L. 717. 

Herschel 438. 

Hessenberg G. 37. 

Hubert, D. 186, 418. 

Historische und apodiktische Gewiß- 
heit 300 f. 

— Glaube 457. 

Höhe eines Zahlenpaares 516. 

— einer Ordnungszahl 592. 
Humboldt, A. v. 238. 
Humesches Problem 45, 48 f., 66 ff. 

— Empirismus 59 ff. 

— Skeptizismus 110, 197. 

— Ansicht von der Mathematik 375 f., 
401. 

Hylologie als Grundlage aller Wissen- 
schaft 121, 180. 



Hylologische und morphologische Welt- 
ansicht 117 ff. 

Hypothesen: Naturphilosophie als Dis- 
ziplin der H. 132. 

— Unmöglichkeit von H. in der Ma- 
thematik 399 ff, 423 f. 



Ich 25, 42, 208. 

— individuelles und erkenntnistheore- 
tisches 361 ff. 

— reines 58. 

Ideale und natürliche Weltansicht 113 
123, 224 ff. ' 

Idealisierung der Erfahrung 407 f. 
Idealismus, empirischer 109. 

— transzendentaler 1 23, 198, 220. 224 ff 
362, 476. '* 

Begründung des tr. I. bei Kant 

und bei Fries 225 ff. 

— und Kritizismus 36. 
Idee 223. 

— Ästhetische 468 ff. 

— spekulative (Glaubensideen) 458 f 
466 ff., 470. "' 

— transzendentale 220 ff. 

— Negativer Ursprung der Glaubens- 
ideen 123, 228, 458 f., 468 f., 475. 

— Praktische Bestimmung der Glau- 
bensideen 459 ff, 463. 

— des Absoluten 222 ff. 

— des Guten bei Piaton 836. 

— und Naturgesetz 122 f. 

— Kants Ableitung der Ideen aus der 
Form der Vernunftschüsse 220 f. 

— Kants praktische Begründung der 
Ideen 82, 211, 476. 

— Kants regulativer Gebrauch der 
Ideen als Prinzipien der systemati- 
schen Einheit 221, 224. 

— Fries* spekulative Begründung dar 
Ideen 221 ff, 477. 

— Unmöglichkeit einer Wissenschaft 
aus Ideen 128, 229, 466. 

Ideenlehre, Platonische 323 ff. 
Identität 490. 

— zweier Mengen 503. 

— der Apperzeption 64. 

— des Bewußtseins 309. 

— mathematische und logische 415 
Identitätsphilosophie 199 f., 235. 
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intes und transzendentes Sein 
862. 

od 128, 764 f. 
Abstraktion 7 ff., 250 ff., 402. 
Deduktion 11,29,251, 274, 755 f. 
Spekulation 251 ff., 273, 764 ff. 
längigkeit von der Mathematik 

längigki 

ie Vf., 131 f. 

orie der I. 11, 252. 

irische und rationelle 278, 756. 

ollständige 263, 766. 

eutung aar I. für die l'hiloso- 



nition durch I. 648, 664 f. 
irische und spekulative Natur- 
intnis Vf. 

orphiloBophie 100, 130. 
simalrechnung 139, 167, 171 ff., 
481, 487, 659. 

und Gegenstand der kritischen 
szendentalen) Erkenntnis 41, 277. 
arable Ordnungstypen 637. 
Erfahrung 24ff., 219, 294. 
«physische Voraussetzungen der 
871. 

bältnis der i. zur äußeren Br- 
ing 10». 

l 106 ff., 206, 230, 452. 
tion 122. 

Ltuelle Anschauung 63, 66 f., 57, 
,4, 67, 92, 1Ö8, 200, 255. 
thesia 746 f. 
e und diskursivs Erkenntnis 

e Naturphilosophie 101. 
isJzabl b. Zahl, 
ible Gleichung 614. 

und Wahrheit 15 ff-, 214 ff., 
445 ff. 

Unvernunft 33. 



Kamtt 440. 

Kaiser, K. 735 ff. 

Kalkül, mit Mächtigkeiten 661 ff. 

— mit Ordnungszahlen 669 ff. 

— der J- und ^-Mengen 614 f. 
Kants Erfindung der kritischen Methode 

10 f., 38. 

— metaphysische Grundlegung der Na- 
turphilosophie VI, 134. 

— Ideenlehre s. Idee. 

— transzendentaler Idealismus s. Idea- 
lismus. 

— Antin omieenlehre s. Antinomie. 

— Kategorieenlehra s. Kategorie. 

— Philosophie der Mathematik 376 ff. 

— Mangel der Kantischen Religions- 
philosophie und Ästhetik 476 f. 

— K. und Fries 391 ff. 

— Kant- Friesisches Problem 235, 270, 
318. 

— K. und Heimholte 386 ff.. 395 f. 

— K. und liume 59 ff., 63. 

— Kantische Schule III, XII. 

— KantUches Vorurteil 61 ff., 210 ff. 
Kardinalzahl 548 f. S. a. Mächtigkeit 
Kategorie 85, 133. 

— Kante Begründung der K. 32, 211, 
220. 

— Leitfaden zur Auffindung des Sy- 
steme (Metaphysische Deduktion) der 

K. 210, 220, 284. 

— Transzendentale Deduktion der K. 

211, 220, 285 ff. 

— Schematismus der K. 220, 222 ff. 

— Rickerts Kategorieenlehre 363f. 

— g. a. Metaphysische Grundbegriffe. 
Kater 438. 

Kausalität 30, 58, 60, 364 ff., 453. 

Kenntnis und Einsicht 125, 406. 

Keppler VIII, X, XII, 120, 129, 131, 
197, 401, 403, 422. 

Kern 559 ff., 673 f. 

Kerry 413. 

Kette 686 ff. 

Klein, F. 384, 407. 

Körper und Geist 107 ff., 113. 

Unmöglichkeit Körperliches aus 

Geistigem und Geistiges aus Körper- 
lichem su erklären 111, 113. 

Kombination: Entstehung der Ästhe- 
tischen Ideen durch K. 468 f. 
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Kommutatives Gesetz : der Addition 
für endliche Zahlen 650. 

für Mächtigkeiten 564, 566. 

für Ordnungszahlen 570. 

für anendliche Reihen 156 f. 

— der Multiplikation für endliche 
Zahlen 651. 

für Mächtigkeiten 564, 566. 

für Ordnungszahlen 572. 

Synthetischer Charakter des k. 

G. d. M. 416. 

Komplementare Teilmengen 505. 
Komplexe Zahlensysteme 885, 412, 657 f. 
Kongruenzaxiom 879. 
Konsequenz: Bedingter Wert der K. 

in der Philosophie 240, 868 f. 
Konstitutives Prinzip 45 ff. 

der Mathematik 46, 428 ff. 

der Metaphysik 45 ff. 

der Naturlehre 99. 

einer empirischen Theorie 757. 

Konstitutive Theorie 181. 
Konstruktion 114 f. 

— des Mechanismus physischer Pro- 
zesse 119 f., 129. 

— mathematische der metaphysischen 
Grundbegriffe 101, 112, 133. 

Kontinuum 532 ff. 

— als Belegungsmenge 567. 

— K.-Problem 583, 555, 703. 

— Endliche Bezeichnung des K. 621. 
626. 

— Wohlordnung des K. 637. 

Konvention: Die Axiome als K. 428 f. 

— Das Sittengesetz als K. 464. 
Konvergenz einer Folge 149. 

— einer Summe (Reihe) 155. 

— absolute 156. 
Konzentrische Systeme 676. 
Kosmogenie: Unmöglichkeit einer K. 

100 ff., 121. 
Kraft 453, 455. 
Kriterium (Regel) der Wahrheit 19 ff, 

200 f., 212, 214 f., 349, 851, 855, 868, 

447, 457. 

— und Definition (der Transzendenz) 
610. 

Kriterien in der Mathematik 421. 

— Die philosophischen Grundsatze als 
K. 265, 270. 



Kritik der Vernunft 3, 67, 70 f., 76, 
110, 217, 235, 277 f. 

— der praktischen Vernunft 221, 464. 

— Anthropologischer (psychologischer) 
Charakter d. K. d. V. 8. Anthropo- 
logisch. 

— Verhältnis der K. zum System der 
Metaphysik 30, 39 f., 42 ff., 203, 278. 

Kritische Grenzbestimmung der ver- 
schiedenen Weltansichten 230 f. 

— Logik 867. 

— Mathematik 37, 385, 489. 

— Methode VII ff., 7, 73 ff. 

— und genetische Methode 72, 241. 
260 f. 

— und induktorische Methode 7 ff., 
250 ff. 

— Prinzip 31 f. 

— Schule Ulf. 
Kritizismus als Methode 35 f. 

— nicht Idealismus 86, 261. 

— Vorteile des K. 28, 57. 
Kronecker 608 ff., 620, 705. 
Krümmungsmaß 384. 

Lage : Geometrie der Lage s. Geometrie. 
Laplace 434 f. 

Leben und Mechanismus 110 f. 
Lebenskraft 120. 

Leerheit der Reflexion 18, 54 f., 58. 
62, 69. 

— aller rein vernünftigen Formen 267 
Leibniz 252, 269, 414, 480. 

— logischer Dogmatismus 41, 57, 480. 

— Bezeichnungsweise in der Differen- 
tialrechnung 171 ff. 

— Monadenlehre 109. 

Leitfaden zur Auffindung des Systems 

der Kategorieen 210, 220, 284. 
Leser, H. 84. 
Lie 407. 
Liebe 478. 
Liebmann, 0. 272. 
Limes, analytischer 148 ff. 

— mengentheoretischer 540, 542 f. 

— einer Menge von Ordnungszahlen 
555 ff. 

— von Hauptzahlen 580. 

— von Deltazahlen 603. 

— von Epsilonzahlen 605. 

— von Zetazahlen 607. 



'On Summe, Produkt und Potenz 

652. 

Mächtigkeit 654. 

üalil 552, 555 ff. 

Th. 242. 

:hawsky 383 ff-, 395. 

13, 197, 218, 252. 

leit von Problemen b. Problem. 

US. 

»meine 750. 

iropologische und philosophische 

, 7486? 

lale 87. 

Lache 36 f. 

e 750. 

hältnis zur Erkenntnistheorie 

IM. 

haltnis zur Mathematik 59 f., 

, 3S0, 387 f., 391 f., 412-421. 

haltnis znr Metaphysik 3, 54 f., 

4f., 77f., 278f. 

haltnis zur Psychologie 86 f., 

278 f., 369ff. 
urteil der traditionellen L. 56, 69. 
ler Dogmatismus 10, 41, 50, 68 f., 
430. 

lichkeit und mathematische Eil- 

' s. Existenz. 

izip 47, 423. 

rilndung der mathematischen 

ttion 664, 687. 

egründ barkeit der mathema- 

jn Induktion durch Erüeugnngg- 

ipien 659. 

Iständigkeit und Entscheidbar- 

608 ff. 

ickmäßigkeit 4711. 

t 333 f., 336, 342. 

mus, mathematischer 663, 705 f. 

"ühl und WahrheitagefÜhl 359 ff., 



E. 405 ff. 
rkeit 602. 
ihlbare 509. 
liebe 548. 
107 ff., 117, *B5- 
. 453. 

Form der Erkenntnis s. Form. 
iliBmue 108 ff. 
uatik, angewandte 116. 



Mathematik, kritische 37, 385, 489. 

— kritische bei Piaton 821 ff. 

— Apodiktizitat der M. 59, 381, 425 ff. 

— Beschrankte Anwendbarkeit der M. 
in der Psychologie 27, 112. 

— Verhältnis znr Erfahrung 378 f., 
396 ff., 402 ff., 407 ff. 

— Verhältnis zur Induktion 402 f. 

— Verhältnis zur Logik s. Logik. 

— Verhältnis zur Naturwissenschaft 
420. 

— Konstitutive! Prinzip der M. 46, 
423 ff. 

— und Idee 467. 

— Philosophie der M. 37, 100, 386, 
429. 

— Anwendbarkeit der M. als Bedingung 
der Möglichkeit theoretischer Er- 
kenntnis (oder der Subsumtion der 
Beobachtungen unter die metaphy- 
sischen Grundbegriffe) 27, 116, 121. 

Mathematische Anschauung und Sinne« - 
anschauung 114 ff., 378 f. 

— Anschauung als Grundlage der Ein- 
heit unserer Welterkenntnis llöf. 

— AnBchauungsformen b. Form. 

— Erkenntnis als verbindendes Mittel- 
glied zwischen empirischer und phi- 
losophischer 27, 116, 128 ff., 339 f., 
426, 453f, 466 f. 

— Ursprung der mathematischen Oe- 
wiflheit 373 ff. 

— Vereinigung von Notwendigkeit und 
Anschaulichkeit in der mathema- 
tischen Erkenntnis 128, 381, 426. 

— Lösbarkeit m. Probleme s. Problem. 

— Konstruktion der metaphysischen 
Grundbegriffe 101, 112, 133. 

— Methode in der Philosophie 376, 381. 

— Naturphilosophie s. Naturpbüo- 

Maume, leitende der Induktion V, 48, 
252, 266, 272 ff., 757. 

— heuristische (Zweckmäßigkeit) 471, 
Mayer, R. 48. 

Mechanik: Postulat der Znruckfuhrung 
der Naturerscheinungen auf mecha- 
nische Prinzipien 118 f., 126, 456. 

— Philosophische Grundgesetze der M. 
129, 465. 

— des Himmels IX, 93 f. 
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Mechanismus der Gestaltung 119. 

— und Leben 110 f. 
Menge 501 ff. 

— abzählbare 508 ff. 

— geordnete 534 ff. 

— wohlgeordnete 538 ff. 

— aller Dinge 628, 633, 662. 

— aller Funktionen 529 f. 

— aller ganzen Zahlen 138 f., 508 f.. 
645, 661 ff. 

— aller Ordnungszahlen 631 f. 

— aller Mengen 628 ff. 

— aller Mengen, die sich nicht ent- 
halten 629. 

— aller Teilmengen 527 f., 567 f. 

— Äquivalenz zweier M. 502. 

— Identität zweier M. 503. 

— Teil einer Menge 504. 
Messung 177. 

— Flächenmessung 146 ff., 187 f. 

— Winkelmessung 143 ff., 487 f., 491, 
500 f. 

Metaphysik : Begriff der M. 3, 278. 

— als Wissenschaft 48, 67 f., 345. 

— Grund der Unsicherheit der M. 49, 54. 

— der Natur 99, 101, 134. 

— des Kalküls 100. 

— Verhältnis zur Kritik s. Kritik. 

— Verhältnis zur Logik 3, 54 f., 61, 
64 f., 77 f., 278 f. 

— Verhältnis zur Naturwissenschaft 
VI, 48. 

— Verhältnis zur Psychologie 27, 30, 
42 ff., 250 f., 253 ff., 278, 371. 

— Beschränkte Anwendbarkeit in der 
Psychologie 27, 74f., 112. 

— Konstitutives Prinzip der M. 45 ff. 
Metaphysische Deduktion (Erörterung, 

Zergliederung) 11, 81, 254, 279, 283 ff. 

— Ursprung der metaphysischen Er- 
kenntnis 18, 53 ff., 59. 

— Formen der Erfahrung 8. Form. 

— Grundform s. Grundform. 

— Grundbegriffe 101, 112, 116, 210. 

— Grundsätze 18, 22, 27. 

— Basis der Naturphilosophie VI. 

— Mathematische Konstruktion der m. 
Grundbegriffe 101, 112, 133. 

Methode: Wert wissenschaftlicher M. 

vraff. 

— zu Streiten 289. 



Methode, kritische s. Kritisch. 

— progressive und regressive 8. Re- 
gressiv. 

— transzendentale s. Transzendental. 

— zergliedernde s. Zergliedernd. 
Methodisches Prinzip 46 f. 

— Regeln der Naturforschung 99, 127. 
Meyer, J. B. 203, 205, 298. 

Mül, J. 399 f., 403 f. 

Mineralogie 125. 

Mittelbare und unmittelbare Erkenntnis 
8. Unmittelbar. 

Mittelbarkeit der Reflexion 18, 54 f., 
58, 62, 69, 306 f., 311 f., 446. 

Modalischer Unterschied der Erkennt- 
nisse 28, 300. 

Möbius 238. 

Möglichkeit und Unmöglichkeit : lo- 
gische und synthetische 387. 

— Logische M. und mathematische 
Existenz s. Existenz. 

Monddistanzen als Mittel der Orts- 
bestimmung 94. 

Moralische Beweise 223. 

Morphologie 124 f. 

Morphologische und hylologische Welt- 
ansicht 117 ff. 

— Unselbständigkeit der morpholo- 
gischen Weltansicht 117, 120 £ 

— Unmöglichkeit eines morpholo- 
gischen Weltprinzips 120. 

Müller, G. E. 725, 728 ff. 
Müller, Johannes 731 ff., 741. 
Multiplikation von Irrationalzahlen 
(Schnitten) 184. 

— von Mächtigkeiten 566, 594. 

— von Ordnungszahlen 571, 595 f. 
Muskelproblem 707 ff. 
Mystizismus 57, 67 ff. 

— mathematischer 137, 142 f., 166 f. 

Nablamenge 614. 

Naiver Standpunkt in der Theorie der 

ganzen Zahlen 507, 663. 
Natorp, P. 241, 835. 
Natur: Begriff der Natur 101 ff., 468. 

— kein abgeschlossenes Ganzes 472! 
Naturanlage: Philosophie als N. und 

als Wissenschaft 4. 
Naturgesetz 127, 453. 

— und Idee 122. 
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»setz und Sittengesetz 462. 

gemeinste Naturgesetze 222, 455. 

iktorische und naturphiloso- 

he Ableitung von N. 131 f. 

►ständigkeit der N 120 f. 

äsetzlicher Charakter d. mensch- 

i Erkenntnis 113, 223 f., 453. 

che und ideale Weltansicht 224 ff. 

ailosophie: Begriff und Aufgabe 

ff. 89 ff. 

sehe 101. 

ensatz zwischen Newtons und 

liogs N. Vf., 91 ff. 

ntbehrlichkeit der N. für die 

ik 98 f., 101. 

lung im Ganzen der Natur- 

nschaften 126 ff. 

laltnis zur Induktion V, 131 f. 

aematische und induktorische 

130. 

hematische N. als reine Bewe- 
ilehre 133. 

lältnis der mathematischen N. 
»hysik 131 f. 

tons Prinzipien der N. 133 f. 
ts metaphysische Grundlegung 
J. VI, 134. 

s' mathematische N. 134. 
issenschaft: Begriff der N. 453. 
lältnis zur Mathematik 420, 453. 
Lältnis zur Metaphysik 48. 
lältnis zur Philosophie IV ff. 
anken der naturwissenschaft- 
i Erklärung 464, 468 ff. 
)llendbarkeit der naturwissen- 
tlichen Erkenntnis 456. 
Ästhetik 469 ff., 478. 
Engigkeit von der Philosophie 
8 f., 101, 128 f. 

tiematisch-philosophische Grund- 
aller N. 116, 129 f. 
raben derN.: Konstruktion des 
uiismus und Erforschung der 
ze 119 f. 

eilung der N. 124 ff. 
irische 127. 

ssenschaftliche und ideale Welt- 
it 113, 128, 224 ff. 
461, 472 f. 
L. 745 ff. 
mismus IV f., 67, 69, 101. 



Neukantische Schule 43, 45, 70 f., 243, 
257. 

Newton V, VÜI, X, XII, 8, 93, 107, 

119 f., 129, 131, 183 f., 171, 197. 
Nicht-abzählbare Mengen 531 ff. 
Nicht-Euklidische Geometrie 888 ff. 
Nietzsche XII. 
v6r\ais 833 f. 
Normalbewußtsein 53. 
Normalform, Cantorsche 584 ff. 
Notwendige Verknüpfung 462 f. 

— Wahrheiten 8, 127, 879 f., 387. 
Notwendigkeit 206. 

— logische und synthetische 387. 

— und Allgemeingültigkeit 208, 209. 
378 f., 406 ff. 

vovg 63, 386, 339. 

Objektive Gültigkeit der Erkenntnis 
20 ff, 34, 59, 83, 212 ff., 445 ff., 452. 

Entscheidung der o. G. der Er- 
kenntnis 18 ff., 75, 212 ff, 313 ff., 
346 ff, 854 ff. 

Objektives Prinzip der ästhetischen 
Urteile 477. 

Objektiv und Subjektiv 256, 279. 

Deduktion 64, 286 ff. 

Methode der Begründung 23. 

241, 315. 

Ansicht der Körperwelt 117. 

Zweckmäßigkeit 472. 

Oken 101. 

Olbers 438. 

Ordinalzahl 548. 

Ordnendes System 677. 

Ordnung 489 ff. 

— äquivalente 498. 

— der ganzen Zahlen 509 f. 

— durch ein Teilmengensystem 674 ff. 

— einer Menge 535. 

— lineare 636. 
Ordnungstypus 636. 

— endlicher 548. 

— Inkomparabiütät von 0. 587. 
Ordnungszahl 548 ffi 

— Kalkül mit 0. 569 ff. 

— Addition der 0. 670. 

— Multiplikation 571. 

— Potenz 682, 595, 597 ff. 
Ortsbestimmung nach dem Prinzip der 

Monddistanzen 94 f. 
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Ostwald 48. 

Paradoxon der Winkelvergleichung 143, 
487 f. 

— der endlichen Bezeichnung 621 f. 

— elementare 166 f. 

— oltrafinite 627 ff. 

— von Russell 629. 
Parallelenaxiom 382 ff., 610. 
Parallelentheorie 139 ff., 382 ff. 
Parallelismus zwischen den Tafeln der 

Urteilsformen und der Kategorien 210. 
Parmenides 826, 334. 
Peano 659. 
Person und Sache 113. 

— Würde der P. 111, 461, 463. 
Pflicht 461 f., 478. 

Phaidon 326, 835. 

Phaidros 326. 

Philosophie und Philosophieren 78, 845. 

— Zusammenhang mit Erfahrung durch 
Mathematik s. Mathematik. 

— Griechische Einteilung in Logik, 
Ethik und Physik 102. 

Philosophische Anthropologie 26, 749, 

755. 
Phoronomische Gesetze 133. 
Physik 124, 126. 

— Aufgaben der Ph. 128. 

— experimentelle und mathematische 
181. 

— bei den Griechen 102. 

— kulturelle Bedeutung der mathema- 
tischen Ph. 93 ff. 

Physikalische und ethische Weltansicht 
111. 

Physiologische Ableitung 64, 279 ff., 289, 
761 ff. 

Physiologische Theorieen der Muskel- 
kontraktion 709 ff. 

Piatons Erkenntnistheorie 53, 56, 66 f., 
245, 269, 406, 426. 

— kritische Mathematik 321 ff. 

— Ideenlehre 823 ff. 

— Idee des Guten 836. 
Platoniker: Streit der P. und Aristote- 

liker 55 f., 65 ff. 
Piatonismus 56, 65, 67. S. a. Neopla- 

tonismus. 
Poincare* 426 ff., 630, 655. 
Politeia 826, 337. 



Politische Weltansicht 113. 

Positive Religion 473 ff. 

Posselt 433. 

Postulat der äquivalenten Teile 491. 

— der äquivalenten Ordnung 493. 

— von Teil und Ganzem 144 f., 147, 
488, 544. 

— von Kronecker 608. 

— der Parallelen s. Parallelenaxiom. 

— der einmaligen Auswahl 638 f. 

— der Existenz der Menge aller Teil- 
mengen 638. 

— Auswahlpostulat von Zermelo 640, 
703. 

— der iterierten Auswahl 640 ff. 

— der logischen Unabhängigkeit der 
Axiome 382. 

— der systematischen Strenge 381 f., 
409, 412, 414. 

Potenz von Mächtigkeiten 566. 

— des Typus a> 582. 

— von Ordnungszahlen 595 ff. 

Prädikable und imprädikable Prädikate 

629. 
Pragmatische Weltansicht 113. 
Praktische Bestimmung der Ideen 459 ff., 

463. 

— Vernunftgesetz 460 ff., 463 f. 
itQ&iig 338. 

Primat der praktischenVernunft 32, 476. 
Primzahl 520 f., 609. 
Prinzip: Begriff des P. 46. 

— der Möglichkeit der Erfahrung 82, 
62 f., 211, 476. 

— konstitutives und methodisches 46 f. 

— konstitutives der Mathematik 46. 
423 ff. 

— konstitutives der Metaphysik 45 ff. 

— konstitutives und regulatives 47 f" 
767. 

— konstitutives P. der Naturlehre 99. 

— kritisches 81 f. 

— logisches 47. 

Prinzipielle Lösbarkeit von Problemen 
421 ff. 

Problem der Erkenntnis: s. Erkenntnis. 

— Humesches s. Hume. 

— Kant-Friesisches : s. Kant. 

— der Transzendenz s. Transzendenz. 

— der Trichotomie s. Trichotomie. 
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m : Kontinuum-Problem s. Konti- 

Q. 

sbarkeit mathematischer Probleme 

r., 611 ff. 

iuflösliche P. 470, 472. 

fct s. Multiplikation. 

Luve Einbildungskraft 114, 746 f. 

ssive und regressive Methode s. 

ressiv. 

tiver Fundamentalsatz 611. 

leutik der Metaphysik 42, 278. 

sch-anthropologische Weltansicht 

sehe Anthropologie 87, 244, 250. 
logie : Genetische (deskriptive) 
nd Theorie der Vernunft (philo- 
ische Anthropologie) 26, 248 f., 

r. 

ichr&nkte Anwendbarkeit der 
lematik und Metaphysik in der 
7, 112. 

'hältnis zur Erkenntnistheorie 
52, 76, 313 ff., 362 ff., 369 ff. 
■hältnis zur Logik 36 f., 249 ff., 
369 ff. 

rhältnis zur Metaphysik 30, 42 ff., 
r . t 263 ff., 278, 371. 
•hältnis zur Philosophie 1, 40 ff., 

rhältnis zur Transzendentalphi- 
phie 41 f., 293 ff. 
rhältnis zur Physik 111. 
logische Natur der transzenden- 
i Erkenntnis (Deduktion, Kritik} 
, 198 ff., 201 ff. 276 ff, 818, 356 f. 
logismus 40 ff., 71 ff, 241 ff, 248 ff. 

oreer VIII, 324 f. 

io facti and quaestio juris 282, 
r ., 363, 856 f. 
it, sinnliche 114. 
thleitbarkeit der Q. 108, 120, 464. 
icti and quid juris 26, 36, 212, 



alismas 68, 206, 258, 476. 
luetisches Vorurteil 199, 211. 
Ellzahl 514, 518. 
geometrischer und physikalischer 



Raum: Unendlichkeit des R. 449 f., 456. 
Raumanschauung: Genauigkeit der R. 

407 f. 
Raumvorstellung 406. 
Reduktive Methode 258. 
Reflexion: Analytische Natur der R. 68. 

— Leerheit und Mittelbarkeit der R. 
18, 54 f., 58, 62, 204 f., 806 f. 

— Unentbehrlichkeit der R. 67. 

— Theorie der R. 306 ff. 

— Formen der R. 105 f. 

— und Anschauung 61, 58, 68, 206 f. 

— und Assoziation 16. 

— und innerer Sinn 208. 

— und Vernunft s. Vernunft. 

— und unmittelbare Erkenntnis 53ff M 
62, 69, 304 ff., 446. 

Reflexionsbegriffe 834. 

— Amphibolie der R. 109, 229. 
Regel der Wahrheit s. Kriterium. 

— der Erforschung der Naturordnung 
98 f. 

Regressive Methode 3 ff, 197.201,251, 

258 ff, 352, 456. 
Regressus : Prinzip der Unmöglichkeit 

des unendlichen R. 220 f., 477. 
Regulatives Prinzip 47 f., 767. 
Reine Anschauung 116, 127. 879. 404 f., 

408, 424ff. 

— Apperzeption 208, 746. 

— Ich 53. 

— Selbsttätigkeit 114, 208. 

— und empirische Theorieen 268. 
Religion und Wissenschaft 443 ff, 464 ff., 

475 f. ' 

— positive 473 ff. 
Religiöse Dogmatik 474 f. 

— und historischer Glaube 457 f. 

— Wurzel des r. Glaubens 452. 

— Gefühl 465 ff, 470 f. 

— Geheimnisse 470 f. 

— Ideen 458 f., 466 f. 

— Symbolik 473 ff. 
Religionsphilosophie 468, 477. 
Reinhold 41 f., 53, 253 f., 256. 
Rest 541 ff. 

— eines Produktes 576. 

— Größter Resttypus 586. 

— Menge der R. einer Ordnungszahl 
585 ff. 

Restesystem 684 f. 



— 774 — 



Rezeptive Spontaneität 207. 

Rezeptivität 307 f. 

Richtung einer Geraden 189 ff., 490. 

Rickert, H. 58, 848 ff. 

Riehl 78 ff. 

Riemann 885, 891, 895, 400. 

Riemannsche Geometrie 884. 

Romantik 478. 

Russelsches Paradozon 482, 627, 629 f. 

gamkowy 717. 
6uyr\vtla 842. 
Schein und Erscheinung 228, 448, 451. 

— transzendentaler 82, 221, 448, 476. 
Scheler, M. 84, 241, 248, 258, 266. 
Schelling IV ff., XU, 58, 92, 94, 98, 

101, 195, 254, 256. 
Schema (der Kategorie) 80, 220, 222 ff. 

— der Gedankenentwickelung in der 
Philosophie 55 ff. 

Schematismus der Kategorieen 220, 
222 ff. S. auch: Mathematische Kon- 
struktion. 

— sittlicher 223. 
Schüler 477 f. 
Schieiden, M. J. 90, 238. 
Schleiermacher 195. 
Schiftmilch 238. 

Schluß, als analytisch - hypothetisches 
Urteil 16, 89. 

— von n auf n + 1 s. Mathematische 
Induktion. 

— Bedeutung der Schlüsse in der 
Mathematik 876, 381, 414, 419. 

Schlußform und Urteilsform 221. 
Schmulewitsch 717. 
Schneider, 0. 836. 

Schnitt im Gebiet der Rationalzählen 
(Dedekindscher Schnitt) 180 ff. 

— im Gebiet der Irrationalzahlen (Sek- 
tion) 183. 

Schoenfließ 462. 

Schönheit: Mathematische Unaufllöslich- 
keit der Seh. 122. 

— Wahrheit der Seh. 478. 

— geistige und körperliche 473. 
Schönheitsgefuhl 469 ff., 472. 
Scholastiker 118. 
Schopenhauer XII. 

Schranken unserer Erkenntnis 222 f., 
226, 451, 454, 466 f., 459, 468 ff. 



Schröder, E. 403, 522. 
Schwann 731 ff., 740. 
Schwarz, H. A. 620. 
8ein, immanentes und transzendentes 
848, 362. 

— als Urteilsprädikat 862, 869. 

— und Sinn der Urteile 854 f. 

— und Sollen 858 f. 
Selbstbeobachtung 26 f., 201, 213, 250. 

856, 858, 360, 366. 
Selbstbewußtsein 206. 

— als einzige Form unmittelbarer Er- 
kenntnis des Geistigen 111. 

Selbsterkenntnis 208. 
Selbsttätigkeit (Spontaneität) und Will- 
kürlichkeit 35, 209, 804 ff., 446. 

— erregbare 207. 

— reine 114, 208. 

— ursprüngliche 25. 
Selbstvertrauen der Vernunft 31, 84, 

214, 218 f., 226, 229, 446, 448, 452. 
Sinn (äußerer und innerer) 106 ff., 452. 

— innerer 106 ff.. 208, 230, 452. 

— und produktive Einbildungskraft 114. 

— und reine Vernunft 25, 456, 459, 461. 

— Trennung der verschiedenen Sinne 
115. 

— Verbundenheit der Anschauungen 
der verschiedenen Sinne durch die 
mathematische Anschauung 115 f. 

— der Geschichte 471. 
Sinnenwelt 102 f., 123. 
Sinnesanschauung und mathematische 

Anschauung s. Mathematische An- 
schauung. 

— Ursprungliche Klarheit der S. 105. 
Sinnesempfindung 406. 

— Unableitbarkeit der S. 454. 
Sinnestäuschung 22, 215. 
Sinneswahrnehmung und Erfahrans 

452 f. * 

— und Urteil 856 ff. 

Sinnliche Anregung 25, 114, 207 f., 223 
226. 

— Erkenntnis 207. 
Sinnlichkeit 79 f., 225 f., 308. 
Sittliches Schematismus 223. 
Sittlicher Gebot (Sittengesetz) 461 ff 

— als Begründungsmittel der trans- 
zendentalen Ideen 211, 221. 

Skeptische Methode 9, 36. 
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Skeptizismus 35 f., 69. 197, 211, 445. 
Sokrates 10, 38, 56, 66, 101, 245, 325, 

334. 
Sollen und Müssen 462. 

— und Sein 35S f. 
Spekulation 258 ff. 

— und Deduktion 274 f. 

— und Induktion 251 ff., 273, 754 ff. 
Spekulative Begründung der Ideen 476 f. 

— Glaube 459, 468. 

— (metaphysische) Grundform 84, 469 f., 
477. 

— Ideen s. Idee. 

— und induktorische Naturerkenntnis 
Vf. 

— Physik 92 f. 

— Unvermögen der spekulativen Ver- 
nunft 210, 220 f. 

Spiritualismus 108 ff. 
Spontaneität des Erkennens 66, 209, 
304 f., 807 f. S. auch : Selbsttätigkeit. 

— rezeptive 207. 
Stallo 899. 
Stetigkeit 108. 

— einer Funktion 160 f. 

— und Differenzierbarkeit 168 ff., 408 f. 
Stöchiologie 124. 

Strasosky, H. 236. 

Stumpf, C. 77, 241. 

Subjekt der Erkenntnis 25, 208, 361. 

Subjektiv und Objektiv s. Objektiv. 

Subjektive Wendung aller Spekulation 

27, 194, 196. 
Subjektivismus, angeblicher der Fries- 

schen Philosophie 3 15 f. 
Substantielle Formen 101, 107, 118. 
Summe s. Addition. 

— natürliche S. von Hauptzahlen 589 f. 

— von beliebigen Ordnungszahlen 691 ff. 

— unendliche 158 f. 
avXloyiafi4g 10. 
Symbol 473 ff. 
Synthesis 59, 308 ff. 

— Quell der S. 206 f. 

— Ideale Formen der S. 223. 

— figürliche 215, 747. 

— intellektuelle 746 f. 

— ursprüngliche 16, 206, 210, 810 f., 

Synthetische Einheit 18, 79, 223, 225. 
747. 

Abhftndlungtn dtr Friet'ioken Schale. I. Bd. 



I 



Synthetische und analytische Einheit 
309 ff. 

— Grundsätze 17. 

— und analytische Urteile 8. Analytisch. 

— Urteile a priori 3, 60, 197, 380, 426 ff. 

— Natur der mathematischen Axiome 
59, 378, 388, 891 f., 412 ff. 

System, wissenschaftliches 453. 

— und Kritik s. Kritik. 

— Unmöglichkeit das Ganze der mensch- 
lichen Erkenntnis in ein wissenschaft- 
liches S. zu vereinigen 104, 112, 230 f. 

Systematisch: Postulat der s. Strenge 
381 f., 409, 412, 414. 

— Logische Form der s. Einheit 45 f., 
106, 128. 

— Die Ideen als Prinzipien der s. 
Einheit bei Kant 221. 

Systemform der wissenschaftlichen Er- 
kenntnis 106, 128. 

Tatsache und Gesetz s. Gesetz. 
Täuschung, optische 306. 

— Sinnestäuschung 22, 215. 
Taylorscher Satz 659. 

Teü, echter und unechter 490. 

— einer Menge 504. 

— Satz von Teil und Ganzem 144 f., 
147, 488, 544. 

— Postulat der äquivalenten Teile 491. 
Teilung: Grundsätze der T. 489 ff. 
Teleologie 471, 477. 
Teleologische Begründung der Erkennt- 
nistheorie 66. 

— Unzulässigkeit t. Erklärungsgründe 
in der Naturwissenschaft 120, 471. 

Thaies 102. 

Theologie 122, 475. 

Theorie: Begriff der Th. 7, 128, 453. 

— und Ästhetik 121 ff. 

— konstitutive 131. 

— reine und empirische 253. 

— Schranken der Tb. 454, 468 ff. 

— Vereinigung von Gesetz und Tat- 
sache durch die Th. 125. 

Thermodynamische Grundgesetze 48. 

— Theorie der Muskelkontraktion 
711 ff, 716 ff. 

Timaios 826, 335. 

Totalität: Prinzip der T. der Bedin- 
gungen 220 ff. 
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Trägheitsgesetz 757. 
Transfinit 668 ff., 673. 

— Menge 507. 

— Existenz transfiniter Mengen 662 f. 

— Zahl 548 ff. 

Transzendental 40 ff., 71, 85, 253, 298. 

— Apperzeption 53, 82, 84. 

— Beweis 61 f., 211. 

— Deduktion (bei Fries and bei Kant) 
211 f., 276 ff. 

— und empirische Deduktion 281, 290, 
292, 752 f. 

— und metaphysische Erörterung (De- 
duktion) 11, 283 ff. 

— Deduktion und physiologische Ab- 
leitung 64, 279 ff., 282, 289. 

— Erkenntnis 41, 44, 199, 210, 276 ff., 
288 ff., 297. 

— Gemütsvermögen 31, 295. 

— Idealismus 8. Idealismus. 

— Idee 8. Idee. 

— Leitfaden 284. 

— Methode 241 ff., 257 ff. 

— Schein 82, 221, 448, 476. 

— Wahrheit 8. Wahrheit. 

— Vorurteil des T. 42 ff., 85, 211. 
Transzendentalphilosophie 41 f., 293 f., 

296. 
Transzendentalpsychologie 26, 248. 
Transzendentes und immanentes Sein 

348, 362. 

— Zahlen 532. 

Transzendenz: Kriterium der T. 609. 

— Problem der T. 348 f. 
Trichotomie: Problem der T. 494 f., 

498, 508, 537, 543 ff., 676. 
Tschirnhausen 253. 
Tugend 461. 
Typus 536 f. 

— wohlgeordneter s. Ordnungszahl. 

Übersinnlich : Problem der Nebenord- 
nung des Sinnlichen und Ü. 198. 

Ulrici 272. 

Ultrafinit 628 ff. 

Umkehrung der Addition von Ordnungs- 
zahlen 575. 

— der Multiplikation 575. 
Unabhängigkeit : Postulat der logischen 

U. der Axiome 382. 
Unbedingtes 220, 222, 228. 



Unbezweifelbar 850 ff. 

Uneigentlicher (unendlicher) Limes 149. 

— (unendlich ferner) Punkt, Gerade! 
Ebene 138 ff. 

— (unechter) Teil 490. 
Unendlich: Begriff des ü. 449 f. 

— Uneigentlich unendlich (beliebig) 138. 

— Eigentlich (aktual) unendlich 138 f 
481. *' 

Unendliche Größe 481, 487. 

— Limes 149. 

— Menge 506, 704. 

— Schlußkette 609, 654. 

— Summe 153 ff. 

— Werte einer Funktion 161 ff. 

— Prinzip der Unmöglichkeit des u 
Regressus 220 f., 477. 

Unendlichfern s. Uneigentlich. 

Unendlichkeit und AllgemeingQltigkeit 
150. 

— und Unbegrenztheit 384. 

— des Raumes und der Zeit 456 460 

— der Zahlenreihe 138 f.. 415* f Ä iR 
kleinste U.) 509. ' ^ 

— im Zusammenhang mit dem Grenz- 
begriff 151. 

— Antinomie der U. der Welt s. Anti- 
nomie. 

— Grund der U. der Formen der An 
schauung 223, 225 f., 456, 459, 633* 

Unendlichkeitsproblem 137, 139, 177 
Unendlichkleine Größen 189 f., 398 65q" 
Unmeßbare Größen 189. ' 

Unmittelbare und mittelbare Erkenntnis 

18ff., 61 ff., 69, 83, 349, 355 f., 35^? 

368, 446 f., 464. ' OÖ > 

— Erkenntnis und Urteil s. Urteil. 

— Erkenntnis der reinen Vernunft 1 ft «• 
51 ff., 67, 69, Sil f., 477. ' 

— Unvollendbarkeit s. Unendlichkeit 
Ursprung und Anfang der Erkennt»!* 

218, 376. ,aua 

— der Erkenntnis und Entwickelunsr 
des Bewußtseins um dieselbe 51 24.* * 
403, 426. ' ° *■» 

— der mathematischen Gewißheit 373 *r 
426. •» 

— (negativer) der Glaubensideen 2*»q 
458 f., 468 f., 475. ^ ö » 

Ursprüngliche Selbsttätigkeit 25 

— Synthesis 16, 206, 210, 310 f.,' 74^ ff 
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and Begriff 15, 86, 357. 
Erkenntnis 15 f., 311 f., 356 ff., 

anmittelbare Erkenntnis 15 ff., 
»9, 215 f., 368. 
>orie des U. 3 10 ff. 
form nnd Kategorie 210. 

Schluß form 221. 
traft 209. 
jktierende 265. 
lotwendigkeit 369 f. 

erang: Arten der V. in der 
Dtelischen Metaphysik 118. 
ickführung aller V. auf Bewe- 

118, 126. 

rortlichkeit s. Zurechnung. 
lang (Synthesis) 207 f., 746 ff. 
>rie der V. 307ff. 
angsmenge 564 f., 569 f. 
rungsmenge 564, 571 f. 

hung 489 ff. 

an sich zu interessieren und zu 

In 460. 

idvermögen 1 13. 
Unvermögen 79 f. 
szendentale Gemutsvermogen 

nisation der geistigen V. 106. 
l „I- Vermögen der Erkennt- 
Driori (Reine V.) 198, 206, 281. 
rie "ir V. «^ *** ™, 

rÄnf (Reflexen) 34f., 209f., 
05, 311 f-, 446, 746 ff. 
™ö«e S n deTspekulatWenV^lO, 
i 205f-, 2O8.2S0, 808ff., SU. 
SS»« Natwde, V. (der Re- 
> d 2|'v! ta der Ausbildung der 

^S? 8 -/ff 720 ff., 734. 
*" Qrmidsatz der V. 222 f., 

Dg» 

lige und unvollständige Axiom- 

^sshs* der Erkew,t " 

xie 350, 37X 



Yorstellbarkeit Nicht-Euklidischer 

Raumformen 388 ff. 
Vorstellung 254, 357. 

— und Erkenntnis 20, 357. 
Vorstellungsbild 357. 
Vorurteil 32 f. 

— Humesches 58, 65. 

— rationalistisches 199, 211. 

— des Transzendentalen 42 ff., 85, 211. 

W (Menge aller Ordnungszahlen) 631 f. 
Wagner, R. 730. 

Wahrheit: Kriterium der W. s. Krite- 
rium. 

— empirische und transzendentale 212, 
214 f., 447 f., 457. 

— ewige 229. 

— und Irrtum s. Irrtum. 

— Gesetz der Spaltung der W. in die 
verschiedenen Weltansichten 104 ff., 
230. 

Wahrheitsgefühl 209, 218 f., 302 f., 363, 
368. 

— und Lustgefühl 359 ff, 370. 
Wahrnehmung und Erfahrung 452 f. 
Wahrscheinlichkeit 27. 

— Gewißheit der W. 300 f. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung 434 ff. 
Wangenheim, F. v. 236. 

Weber, Ed. 731, 733. 

Weber, W. 481 ff. 

Wechselwirkung von Geist und Körper 

113. 
Weierstraß 169, 409, 620. 
Welt : Begriff der W. 450. 

— Antinomie der Weltgröße s. Anti- 
nomie. 

— Einheit der W. 466. 
Weltansicht : Gesetz der Nebenordnung 

der verschiedenen W. 104, 230 f. 

— morphologische und hylologische 
117ff. 

— physikalische und ethische 111. 

— psychisch-anthropologische, pragma- 
tische und politische 112 f., 121. 

— wissenschaftliche und religiöse (na- 
türliche und ideale) 113, 123, 224 ff, 
441 ff. 

Weltgeschichte 471. 

Wert 460 ff. 

Wertschätzung, ästhetische 472 f. 

52* 
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Wesen in der morphologischen Welt- 
ansicht 117, 119. 
Widersprach und Widerstreit 887, 416. 

— in der menschlichen Vernunft 444 f. 

— s. auch Paradozon. 
Widerspruchslosigkeit als (negatives) 

Kriterium der Wahrheit 416 ff., 350 f. 

— und Existenz 416 ff. 

— der Nicht-Euklidischen Geometrie 
388 f. 

Wiederholung, endliche und unendliche 

655 f., 659. 
Wille zur Wahrheit als Voraussetzung 

des Erkennens 868, 870. 

— guter 460 f. 

— Freiheit des W. 462. 
Willkürlichkeit der Reflexion (des 

Denkens) 33 ff., 66 f., 78, 205, 209 f., 
304 f., 312 f., 368, 870. 

— und Selbsttätigkeit s. Selbsttätigkeit. 
Windelband 53, 72, 241 f., 271. 
Winkelmessung 148 ff., 487 f., 491, 600 f. 
Wirklichkeit und Gesetz 865 f. 
Wissen : Begriff des W. 452. 

— und Glauben s. Glaube. 

— und Wissenschaft 45 f., 458. 
Wissenschaft: Begriff der W. 45, 113, 

453. 

— Hylologische Grundlage aller W. 121. 

— Naturgesetzlicher Charakter aller 
W. 113, 223 f., 453. 

— Schranken der W. s. Schranke. 

— Unmöglichkeit einer W. aus Ideen 
467. 

— Vorurteil der Wissenschaftlichkeit 
aller Erkenntnis 106. 

— und Ästhetik 8. Ästhetik. 
Wissenschaftslehre 40, 42, 44, 852, 854. 
Wohlordnung 538 ff. 

— der Vereinigungsmenge 569 f. 

— der Verbmdungsmenge 571. 

— durch iterierte Auswahl 641 ff. 
Wohlordnungssatz 697 ff. 
Wortbedeutung 857 f. 

Wurde der Person 111, 461, 463. 
Wunder 128. 

ferrffcfftff 340. 

Zahlprozeß 138 f., 645 ff. 



Zahl : Menge aller ganzen Z. 1S8 f., 
508 f., 645, 661 ff. 

— rationale 514, 518. 

— irrationale 177 ff., 631. 

— algebraische 514. 

— transzendente 582. 

— transfinite 548 ff. 

— Kardinalzahl, Ordnungszahl 548 f. 

— ^-Zahlen 603 f. 

— e-Zahlen 604 f. 

— f -Zahlen 606 f. 
Zahlbegriff 418 f., 661. 
Zahlensysteme, komplexe 385, 412. 416, 

657 f. 
Zahlklasse 555, 623, 646 f. 
Zeit 450, 456, 461. 
Zeller 196, 324, 841. 
Zenonisch 824. 
Zergliedernde Methode 4, 197, 201 , 251f ., 

254, 258 ff., 262 f. 
Zergliederung gegebener Begriffe 867. 

— metaphysische 254. 

Zerlegung der Winkelfläche 144, 488. 

— der Ordnungszahlen in Hauptzahlen 
8. Cantorsche Normalform. 

Zermelo, E. 483, 595, 607, 699. 

Zeta-Zahlen 606 f. 

Zirkel im transzendentalen Beweise 62. 

— angeblicher der psychologischen 
Deduktion 30, 89, 74. 

Zoologie 126. 

Zufällige und notwendige Erkenntnis 
406. 

Zufälligkeit der reinanschaulichen (ma- 
thematischen) Zusammensetzung 468 f. 

— sinnlicher Anregungen 401, 456. 

— der sinnlichen Vorstellungen 115. 

— alles Tatsächlichen 127. 
Zuordnung, eindeutige 502 f., 536, 686 ff. 

— umkehrbar eindeutige 602, 511, 53$ 
545, 691. * 

Zurechnung, sittliche 462. 
Zweckmäßigkeit 460 ff. 

— logische und ästhetische 471 f. 

— subjektive und objektive 472. 
Zweifel 18 f., 214. 

— berechtigter und unberechtigter 83 
445 f. 

— erkenntnistheoretischer 850 ff. 

— 8. a. Unbezweifelbar. 



